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Kapitel 1.

Einleitung

1.1. Motivation und Fragestellung

In den letzten Jahren ist das Verlangen nach Onlinespielen stetig gewachsen. Dadurch ist
es wichtig zu wissen, wie komplex das Spiel an sich ist und wie viel Rechenleistung der
Spielentwickler braucht, um das Programm ohne Probleme auszufiihren. Die Komplexitét
der Spiele kann an der Anzahl der Zustédnde in einem Zustandsraum gemessen werden.
Mit der Einfithrung der Petri-Netze im Jahr 1962 (vgl. [Pet62]) kann dieser Zustandsraum
angezeigt werden. Dariiber hinaus werden Petri-Netze fiir die Modellierung von Prozessen
genutzt, aber im Bereich Spiele selten verwendet, obwohl der Erreichbarkeitsgraph, den
wir im Verlauf noch erkldren werden, alle moglichen Stellungen in Zusténden aufzeigt.
AuBerdem dienen Petrinetze als intuitive Darstellung und somit kommt man schnell auf
die Idee, Spielfelder in Petri-Netze durch Stellen darzustellen. In den gefirbten Petrinetzen
(vgl. [Jen92]) koénnen mehrere vergleichbare Netzelemente zusammengefasst werden, die
die Modellierung fiir Spiele vereinfacht. Zudem koénnen gefirbte Petrinetze in dquivalente
Stellen/Transition-Systeme umgewandelt werden, fiir die es gute formale Analysemetho-
den gibt (vgl. [Jen95]). Indem wir Stellen/Transition-Systeme und gefirbte Petrinetze mit
Programmen erstellen, kénnen interaktiv Simulationen durchfiihren. Ebenfalls bieten die-
se Programme Analysetools an, die wir im Verlauf verwenden werden, um Eigenschaften
Zu zeigen.

In dieser Arbeit beschiftige ich mich mit der Frage: Sind Petrinetze fiir das Modellieren
von Brettspielen geeignet? Welche Eigenschaften kénnen in solch einem Brettspiel mithilfe
eines Petrinetzes gezeigt werden?

1.2. Zielsetzung

Das Ziel dieser Arbeit ist es, die Gebrauchstauglichkeit der Petrinetze bei Brettspielen
anhand der Modellierung von TIC-TAC-TOE zu testen. Dabei spielen die Eigenschaften
des Spiels eine grofle Rolle. Zusétzlich werden verschiedene Arten von Petrinetzen benutzt,
um zu zeigen, welche Art sich am Besten eignet und welche Art selbst bei einem leichten
Spiel wie TIC-TAC-TOE an seine Grenzen stoft.



Kapitel 1. Einleitung

1.3. Aufbau der Arbeit

Diese Arbeit setzt sich aus fiinf Teilen zusammen. Zu Beginn werden einige Grundlagen im
Bereich Stellen/Transitions-Systeme behandelt, damit wir mit diesen Petrinetzen arbeiten
konnen. Anschlieend wird das Spiel TIC-TAC-TOE in Tina modelliert und auf dem
Weg einige Eigenschaften aufgezeigt. Tina ist ein Programm, welches Stellen /Transitions-
Systeme erstellen und analysieren kann. In Kapitel 4 werden dann die gefdrbten Petrinetze,
die im Vergleich zu Stellen/Transitions-Systeme mehr Komponenten besitzen, behandelt.
Diese werden anschlieflend im fiinften Kapitel benutzt um TIC-TAC-TOE zu modellieren.
Die Modellierung wird mit Unterstiitzung des Programms CPN-Tools erstellt, das gefirbte
Petrinetze ebenfalls analysieren kann und in dem Buch [JK09] genutzt wird. Zusétzlich
vergleichen wir in diesem Kapitel die Petrinetze miteinander. Im letzten Kapitel wird ein
Fazit aus der Modellierung gezogen.



Kapitel 2.
Stellen/Transitions-Systeme

Petri-Netze wurden von Carl Adam Petri im Jahre 1960 aus endlichen Automaten entwi-
ckelt. Sie sind Modelle fiir jegliche Art von Prozessen oder Systemen. Stellen/Transitions-
Systeme werden in der theoretischen Informatik genutzt, um Nebenl&ufigkeit darzustellen.
Ebenso werden sie in der Praxis, speziell fiir die Verifikation von Hardwaresystemen ge-
nutzt (vgl. [JK09] S.3-4).

2.1. Netz

Grundsiétzlich bestehen Petri-Netze aus Stellen, Transitionen und einer Flussrelation, wo-
bei eine Stelle nie gleichzeitig eine Transition sein kann. Die Flussrelation verbindet Stellen
mit Transitionen, genauso wie Transitionen mit Stellen aber niemals Stellen mit Stellen
oder Transitionen mit Transitionen. Daraus ergibt sich nach [Rei86] und [Bau96] folgende
Definition:

Ein Tripel N = (S, T, F) heifit Netz, falls gilt:
e S ist eine endliche Menge von Stellen
e T ist eine endliche Menge von Transitionen
e S und T sind disjunkte Mengen, das heifit SNT = ()
FC(SxT)U(T x S) ist eine zweistellige Relation, die Flussrelation von N.

Graphisch werden Stellen als Kreise und Transitionen als Rechtecke dargestellt. Die Fluss-
relation wird mit gerichteten Kanten zwischen Rechteck und Kreis gezeichnet.

sl s2
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Abbildung 2.1.: Netz



Kapitel 2. Stellen/Transitions-Systeme

Die Abbildung 2.1 zeigt ein Netz mit der Stellenmenge

o S={s1,...,84},
der Transitionsmenge
o T ={ty,.....t5}
und der Flussrelation
o F'={(s1,t1), (t1,t2), (52, 12), (t2, 83), (83, 13), (t3, 84), (54, %), (54, 15), (4, 51), (5, 52) }.

Damit eine Transition schalten kann, miissen wir erst den Vorbereich und den Nachbereich
definieren. *x ist der Vorbeireich von x. Der Vorbereich ist die Menge aller Eingangsknoten
bzw. Inputknoten und wird definiert durch

*z:={y| (y,z) € F}

Der Nachbereich dagegen ist die Menge aller Ausgangs -bzw. Outputknoten und wird
definiert durch

z*:={y | (z,y) € F'}

Somit ist der Vorbereich von ¢4 in Abbildung 2.1 derselbe wie von t5, das heifit
.t4 =* t5 = {84}

2.2. Stellen/Transitions-Systeme

Ein Stellen/Transition-System besteht nach [Rei86] und [Bau96] aus einem 5-Tupel ST'S =
(S, T, F,W, My). Wobei gilt:

e (S,T,F) ist ein Netz, wobei
o W: F — N (Kantengewichte der Kanten)
e My: S — Ny (Anfangsmarkierung)

Im klassischen Stellen/Transition-System werden Kapazititen verwendet, die aber in die-
ser Arbeit keine Rolle spielen. Markierungen werden durch Marken in Stellen dargestellt.
Die Marken werden durch kleine schwarze Punkte in den Stellen beschrieben. Falls die
Anzahl der Marken grofler als eins wird, wird aus Platzgriinden in den Stellen, die Anzahl
der Marken als ganze Zahl geschrieben. Kantengewichte # 1 werden an die Kanten ge-
schrieben. Eine unbeschriebene Kante hat das Gewicht eins. Die formalen Begriffe werden
wir nun an einem Beispiel veranschaulichen.
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Abbildung 2.2.: Stellen/Transitions-System



2.3. Markierungen

Die Abbildung 2.2 zeigt ein Stellen/Transition-System mit der Stellenmenge

o S ={s1,59,83},

der Transitionsmenge
o T = {t1,t2}

und der Flussrelation

o I'={(s1,t1), (s2, 1), (t1,83), (83, 22), (t2, 51), (t2, 52)}

Dazu kommen jetzt noch die Kantengewichte bzw. die Gewichtsabbildung:

o W = {((Slvtl)v 2)7 ((327t1)7 2)7 ((th 33)7 1)7 ((337t2)7 1)7 ((t27 51)7 2)7 ((t27 82)7 2)}

Und ebenso die initiale Markierung:

o My= {(5172)7 (5272)7 (8370)}

2.3. Markierungen

Eine Abbildung M : S — N heifit Markierung.

2.4. Schaltungen

Nach ([Bau96] S.81) ist eine Transition ¢ € T" aktiviert unter M, geschrieben M|t > , wenn
o Vse *t: M(s) > W(s,t)

Das heifit, wenn jede Stelle im Vorbeireich mindestens so viele Marken besitzt wie das
Gewicht der Kanten zu der Transition, so kann die Transition geschaltet bzw. gefeuert
werden. Dadurch entnehmen wir Marken aus den Eingangstellen und fiillen Marken in die
Ausgangsstellen gemifl den Kantengewichten:

M(s) — W (s,t), fallss € *t\t°,

M'(s) = M(s)+W(t,s), falls s € t*\*t,
M(s) — W (t,s)+W(t,s), fallsset®n °t,
M(s) sonst

Wenn ¢ € T von M nach M’ schaltet, schreiben wir M[t)M’, falls t aktiviert ist. M’
ist die unmittelbare Folgemarkierung von M unter Schalten von t und wird auch als Mt
bezeichnet. Falls wir uns in einer Markierung befinden, in der keine Transition aktiviert
ist, nennen wir das Deadlock. Das Schalten einer Transition wollen wir an der Abbildung
2.2 zeigen.
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Abbildung 2.3.: Stellen/Transitions-System aus Abb. 2.2 nach dem Schalten von ¢;
Im Stellen/Transitions-System von Abbildung 2.2 ist ¢; aktiviert, da *t; = {s1, s2} mit
MO{Si} =2= W{(S’Latl)} fir i = ]-72

ist die Bedingung, dass t; aktiviert ist, gegeben.

So erhalten wir durch das Schalten von t; die neue Markierung

Moty = {(s1,0), (s2,0), (s3,1)}.

Das entsprechende Stellen/Transitions-System ist in Abbildung 2.3 zu sehen.

2.5. Schaltfolge

Um Erreichbarkeit zu definieren, miissen wir uns erst mit der Schaltfolge auseinander
setzen. Nach [Bau96] S.84 lautet die Definition der Schaltfolge:

Es seien (S, T, F, W, Mj) ein Stellen/Transition-System und w = ¢;...t,, € T*. Wir bezeich-
nen eine Markierung M" eine Folgemarkierung von My unter w und schreiben Mo[w)M”,
wenn:

e w=0OAM"= My, oder

o JM': Mo[tl...tn_1>M/ N M/[tn>M”.
Somit wére w eine Schaltfolge. Im ersten Punkt wird keine Transition geschaltet und wir
bleiben in M.

Im néchsten Punkt wird mindestens eine Transitionen geschaltet. Man schreibt My[w) ,
falls w aktiviert unter My ist.

Somit wire die Markierung M” zufilligerweise bei unserem Beispiel in Abbildung 2.2
durch das Schalten der Folge w = t1to wieder:

M" = {(s1,2),(52,2),(s3,0)}



2.6. Erreichbare Markierungen

2.6. Erreichbare Markierungen
Erreichbare Markierungen sind nach [Bau96] S.84 definiert durch:
[Mo) :={M | Mplw > M,w € T*}

[My) wird als Erreichbarkeitsmenge des Systems bezeichnet und enthilt alle moglichen
Markierungen von M, die durch eine Schaltfolge erreicht werden kénnen.

2.7. Erreichbarkeitsgraph

In einem sogenanten Erreichbarkeitsgraphen werden alle Zusténde erfasst, die von einem
Petri-Netz erreicht werden konnen. Also genau die Erreichbarkeitsmenge, die wir im vor-
herigen Unterkapitel behandelt haben. Nach [PWO03] S.65 ist ein Erreichbarkeitsgraph wie
folgt definiert:

Sei N = (S,T, F) ein Netz und M eine initiale Markierung von N. Der Erreichbarkeits-
graph G(S,T, F, Mp) ist ein Graph mit Knoten und Kanten (V| FE), wobei die Knoten
V = [Mp).

Die Kantenmenge ist nach definiert durch:
Kanten E = {(M',t, M") € [My) x T x [My) | M'[t)M"}

Im folgenden Beispiel stellen wir weiteres Stellen/Transitions-System vor, was in Abbil-
dung 2.4 zu sehen ist.

sl s2
C—= O
3
3 3
2 t3 t4

s3 O t5 \) s4

Abbildung 2.4.: Beschrinktes Stellen/Transitions-System

Der daraus folgende Erreichbarkeitsgraph wurde mit einer Breitensuche erstellt und ist in
Abbildung 2.5 zu sehen.
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Abbildung 2.5.: Erreichbarkeitsgraph des Stellen/Transitions-System aus Abbildung 2.4

Uber den Erreichbarkeitsgraph konnen einige Eigenschaften eines Stellen/Transitions-
Systems gezeigt werden, die wir im Verlauf erklaren werden.

2.8. Beschrankte Stellen/Transition-Systeme

Nach [Bau96] ist ein Stellen/Transitions-System beschriankt, wenn:

Seien ST'Sp = (S, T, F, W, My) ein Stellen/Transitions-System und B: S — NoU{oo} eine
Abbildung, die jeder Stelle eine ’kritische Markenzahl’ zuordnet. N heifit B-sicher bzw.
B-beschrinkt, wenn:

VM € [My),s € S: M(s) < B(s).

Wenn B = 1, B = 2 spricht man von I-sicher ,2-sicher usw. ST'Sp heifit beschrinkt,
wenn es eine natiirliche Zahl b gibt, fiir die ST'Sp b-sicher ist.

Dariiber hinaus ist ein Stellen/Transitions-System genau dann beschrénkt, wenn seine
Erreichbarkeitsmenge endlich ist. Somit also auch der Erreichbarkeitsgraph.

2.9. Inhibitorkanten

Ein inhibitorisches Stellen/Transitions-System ST'S; = (S, T, F, W, My, inh) besteht aus
einem Stellen/Transitionsystem (S, T, F, W, M) und einer Abbildung inh : T — 2°, die
sogenannte inhibitorische Kanten von Stellen auf Transitionen definiert. Eine Transition
t € T ist feuerbar in einer Markierung, genau dann, wenn fiir alle s € *t M (s) > W (s, t)
und fiir alle s’ € inh(t) M(s") = 0 gilt. Sieche [PW03] S.166.

Das heifft, eine Transition ¢ € T ist nur aktiviert, wenn mindestens geniigend Marken
in jeder Vorstelle sind und wenn die Markenanzahl in der Stelle 0 betrégt, falls es von



2.10. Prioritaten

der Stelle eine Inhibitorkante zur Transition gibt. Bei Inhibitorkanten wird anstatt eines
Pfeiles ein kleiner Kreis gezeichnet. In den folgenden Abbildungen 2.6 und 2.7 sehen wir
uns ein Beispiel an.
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s2 s4 s2 s4

©
Nil
O
Nﬂ_l
O

s3

Abbildung 2.6.: Inhibitorisches Abbildung 2.7.: Inhibitorisches
Stellen/Transitions- Stellen/Transitions-
System - ¢ ist aktiviert System - t; ist nicht
aktiviert

2.10. Prioritaten

Ein Stellen/Transitions-System mit Priorititen STSp = (S, T, F, W, My, >) besteht aus
einem Stellen/Transitions-System (S, P, F, W, Mp) und einer irreflexiven, transitiven Re-
lation > C T x T, die Prioritédten fiir Transitionen angibt. Eine Transiton ¢t € T' darf nur
dann schalten, wenn At € T : (M[t))) A (t' > t) gilt. Siehe [PW03] S.166.

Das heifit, wenn zwei Transition aktiviert sind und t; > t9 ist, also £; eine hdhere Prioritét
hat, muss zuerst ¢; geschaltet werden. In graphischer Form wird im Programm Tina ein
gelber Pfeil von der hoher priorisierten Transition zur niedrigeren Transition gezogen, was
in der Abbildung 2.8 zu sehen ist.

sl s2
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Abbildung 2.8.: Prioritét
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Kapitel 3.
TIC-TAC-TOE in Tina

3.1. TIC-TAC-TOE

TIC-TAC-TOE ist ein Strategiespiel, das auf zwei Personen ausgelegt ist. Es wird auf
einem 3x3 Spielfeld ausgetragen, wobei die Spieler abwechselnd ihr Zeichen in ein freies
Feld eintragen. Die Zeichen bestehen meistens aus Kreuz und Kreis, wobei sich ein Spieler
fiir ein Zeichen entscheiden muss. Das Ziel ist, drei gleiche Zeichen in einer Spalte, Reihe
oder Diagonale zu bekommen. Falls die Spieler keine Fehler machen, wird dieses Ziel nach
9 Ziigen nicht erreicht und das Spiel endet unentschieden.

Zur Anschauung werden wir drei Beispielpartien angucken, wobei einmal Spieler 1 bzw.
Spieler 2 gewinnt und eine Partie, bei der das Spiel unentschieden ausgeht. Spieler 1
entscheidet sich fiir das Zeichen = und Spieler 2 entscheidet sich fiir das Zeichen o.

Spieler 1 gewinnt:

0 X|o X |o x| o X|o
X X x| x X
0 0 o
x| o
Xx|x|o
X o
Spieler 2 gewinnt:
o 0 X 0 X 0 X 0 X
X X X X X | x 0| x|x
0 0 0
Unentschieden:
0 0 0 0 o|x]|o o|x]|o
X X X X X
X X X x|o
o|x|o o|x|o o|x|o
X | x o|x 0| xX|x
X|o x| o x|o|x

Mit der Modellierung durch Petri-Netze lassen sich Eigenschaften zeigen, wie jede Partie
nach neun Ziigen beendet sein muss, also immer terminiert, oder wie viele verschiedene
Spielsituationen es geben kann.

10



3.2. Tina

3.2. Tina

Tina (Time petri Net Analyzer) ist ein Programm, welches Petri-Netze erstellen, bearbei-
ten und analysieren kann. Zusétzlich lassen sich Inhibitorkanten und Prioridten einbauen,
die wir in den vorherigen Abbildungen, die wir mit Tina erstellt haben, schon erkennen
konnten. Dariiber hinaus kénnen wir Erreichbarkeitsgraphen, Uberdeckungsgraphen (vgl.
[PW03] S.66), Sturkturanalyse und viele weitere Analysen, die wir im Verlauf erkldren,
mit Tina modellieren.

3.3. TIC-TAC-TOE in Tina

Im folgenden Spiel werden wir die Modellierungen in kleinere Teile zerlegen, um die
Ubersicht des Petri-Netzes nicht zu verlieren. Zuerst modellieren wir das TIC-TAC-TOE-
Spiel ohne die Gewinnbedingung und wir betrachten nur die ersten zwei Felder des 3x3
TIC-TAC-TOEs zur Ubersicht.

Dafiir nehmen wir das folgende Stellen/Transition-System in Abbildung 3.1
STSy = (S,T,F, 1, My).

Spielerl XOR1 XOR2 Spieler2

Abbildung 3.1.: 2 Felder TIC-TAC-TOE

e Die Stellen Spielery, Spielery sind dafiir zusténdig, welcher Spieler am Zug ist.

e Feldy und Feldy sind die ersten zwei Felder, oben links und oben Mitte, des 3x3
TIC-TAC-TOE Feldes.

e Die Transitionen Zugi1, Zugi2 machen die Kreuze fiir Spieler 1 auf den 2 Feldern
des TIC-TAC-TOE Feldes.

e Zugo1, Zugoo fiillen ebenfalls die Stellen Feld;, Feld, mit Kreisen fiir Spieler 2.

e XOR; ist Vorstelle von Zug;1 und Zugs;, damit nur einmal auf das Feld geschrieben
werden kann. Ebenso gilt dies fiir XOR», die Vorstelle von Zugio und Zugos ist. Dies
fithrt zu einem wechselseitigen Ausschluss (vgl. [Bau96] S.230).

Initial enthélt Spieler; eine Marke, da Spieler 1 anfangen darf. Nachdem er beispielsweise
Zugi1 schaltet, wird aus Spieler; und XOR; eine Marke entfernt und das Feld Feld; mit
einer Marke gefiillt. Ebenso wird eine Marke in Spielers eingefiigt, damit nun Spieler 2

11
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am Zug ist. XOR; ist dauerhaft leer, damit niemand mehr Marken in Feld; schreiben
kann.

Zur Ubersicht definieren wir uns weitere Mengen, die Spieler, Felder, XOR und Zuege
heiflen, wobei:

o Spieler = {Sp; | i € [2]}

e Felder ={F;|j€[9]}

e XOR={X;|je[9}

o Zuege ={Z;; | i€ [2],j € 9]}

Dabei bezeichnet [n] mit n € N die Menge {1, ...,n}.

Spl X1 X2 Sp2

Z11 Z12 721 [ 722

F1 F2

Abbildung 3.2.: 2 Felder TIC-TAC-TOE - Z1; geschaltet

In Abbildung 3.2 erkennt man gut, dass nur noch Zss fiir Spieler 2 aktiviert ist, da XOR;
keine Marke mehr enthélt. Im folgenden Szenario wird ein Stellen/Transition-System vor-
gestellt, welches alle 9 TIC-TAC-TOE Felder besitzt.

Wir nehmen wieder ein Stellen/Transition-System ST'S; = (S, T, F, 1, My).

e S = Spieler U Felder UXOR
o T'= Zuege

o F'={{(Spi,Zij) |i€[2,5 €9} U{(Zy,Fy)|iec[2,je[9}U
{(X;,Zij) i € [2].5 € [9]} U{(Za;,5p1) | 5 € 91} U{(Z1j, Sp2) | 5 € [9]}}
o My ={(Sp1,1), (Sp2, 0) U{(X;,1) | j € [9]} U{(F},0) | j € [9]}}

In der folgenden Abbildung 3.3 wird deutlich, dass das Programm sogar ohne Gewinnbe-
dingung jetzt schon uniibersichtlich wird. Doch dieses Petri-Netz arbeitet genauso wie das
Stellen/Transition-System in Abbildung 3.2. Jede Transition hat zwei eingehende und zwei
ausgehende Kanten. Der Vorbereich besteht aus der Spielerstelle Sp; oder Sps und besitzt
eine gemeinsame Vorstelle { X1, ..., Xo} damit nur einmal auf dem Feld interagiert werden
kann. Der Nachbereich besteht aus den Feldern {F}, Fo} und dem jeweiligen Spieler, der
den néchsten Zug macht, Sp; oder Sps.
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3.3. TIC-TAC-TOE in Tina

Spl Sp2
(
° ° °
711 212 713 X X6
I o ° °
[ 716
714 215 5
U/ o o (]
. 719 =
717 f—
F2
F1 F3
\ UE 721 722 223
\ \ \ ‘
F6 724 725 726
F4 F5 l L
727 zo8| %29

F9
F8
F7

Abbildung 3.3.: 9 Felder TIC-TAC-TOE

Aus dieser Konstellation lassen sich interessante Eigenschaften vermuten. Uber Tina
lasst sich der Erreichbarkeitsgraph erzeugen. Dazu klickt der User iiber den Reiter Tools
auf reachability analysis. Danach offnet sich ein Fenster, worauf sich einige Aktionen
ausfithren lassen. Neben dem Erreichbarkeitsgraph (marking graph) lassen sich auch
Uberdeckungsgraphen (coverability graph) und viele weitere Graphen erzeugen, die sich
itber verschiedene Algorithmen aufbauen lassen. Der erzeugte Erreichbarkeitsgraph ist in
der Abbildung 3.4 zu sehen. Dabei beschranken wir uns auf dem Bereich count.

. places | 20 bransitions | 18 net bounded |% live | ¥ reversible | 7
digest | | | | [ e |7 H
abstraction caunt props pzets dead live
heln states A12 20 B2 ? ?
tranzitions 2304 13 1a 7 ?

Abbildung 3.4.: Erreichbarkeitsmenge des Stellen/Transitions-System aus Abbildung 3.3

Nachdem wir den Erreichbarkeitsgraph erstellt haben, werden 512 mégliche Zusténde aus-
gegeben. Wegen der Grofie wird der Erreichbarkeitsgraph in graphischer Form auf der CD
zu finden sein, die sich im Anhang befinden. Daraus ldsst sich vermuten, dass sich die
Menge an Zustinden aus Spielerf®e” bildet, also 29 = 512 Zustinde. Um diese These
weiter zu iiberpriifen, entfernen wir eine Stelle aus der Menge s3, ..., s11. Dadurch hat das
TIC-TAC-TOE Spiel nur noch acht Felder. Der daraus folgende Erreichbarkeitsgraph hat
256 Stellen, somit ist die These fiir einen weitere natiirliche Zahl bestitigt, da 28 = 256.
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Kapitel 3. TIC-TAC-TOE in Tina

Um das Stellen/Transition-System iibersichtlicher zu gestalten, benutzen wir nun Inhibi-
torkanten. Dadurch kann die Stellenmenge { X1, ..., X9} eingespart werden, da wir Inhibi-
torkanten von den TIC-TAC-TOE Feldern {F1, ..., Fy} zu den dazugehorigen Transitionen
{Zij | i € [2],j € [9]} ziehen. Der Effekt ist der gleiche, da nur geschaltet werden darf,
wenn in den Stellen {F7, ..., Fy} keine Marke vorhanden ist.

Wir nehmen ein Stellen/Transition-System ST'Sy = (S, T, F, 1, My, inh), was in Abbildung
3.5 zu sehen ist.

o S = Spieler U Felder

o T = Zuege

o I'={{(Spi, Zyy) |i €25 € PO} U{(Zy, Fy) |1 €25 €9} U

{(Z(25,Sp1) | j € 9]} UL{(Z1y, Sp2) |7 € [9]}}
o My = {(Sp1,1),(Sp2,0) U{(Fi,0) [ i€ [9]}}
o inh ={(F}, Zi;) | i € [2],j € [9]}

Spl Sp2
®
z11 712 713
/. —
714 715
719
718
717 Q
F2
F1 F3
Je— \ QU: ] z21 z22|  J03
F6 724 ZZZ\
726
F4 F5 z l 9 L
727| _dz28| 9429
F9
F8

F7

Abbildung 3.5.: Stellen/Transition-System mit Inhibitorkanten
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3.3. TIC-TAC-TOE in Tina

Der davon erzeugte Erreichbarkeitsgraph enthélt ebenfalls 512 Zusténde. Doch bestimmte
Analysetools von Tina scheinen Probleme mit Inhibitorkanten zu haben. Der
Uberdeckungsgraph scheint 1023 Zusténde gegeniiber dem Erreichbarkeitsgraph zu haben,
obwohl die Erreichbarkeitsmenge endlich ist und nach [PW03] S.84 ist der Uberdeckungsgraph
beschrénkter Netze Cov(N) = G(S,T, F, My). Das heifit, die Anzahl der Zusténde im
Uberdeckungsgraphen miissten gleich der Anzahl der Zusténde im Erreichbarkeitsgraphen
sein.

Marken werden auch anonyme Marken genannt, da sie keine Informationen mitliefern (vgl.
[Bau96] S.206). Da wir in TIC-TAC-TOE zwischen Kreuzen und Kreisen unterscheiden
miissen, kdnnen wir nicht einfach die acht Gewinnmdoglichkeiten verbinden und den Sieger
ausgeben. Damit das Petri-Netz vorerst iibersichtlich bleibt, zeigen wir die Umsetzung fiir
eine Gewinnsituation.

Sp1l Sp2
o
) 1
711 z12 Z13 721 722 723
716 /
Z14 715 724 725 726
719
717 718 727 728 729
2 2
1
2 F3
Al
3
F7 F8 F9
G21
S1 S2

Abbildung 3.6.: Gewinnsituation fiir eine Reihe

In der Abbildung 3.6 konnen wir erkennen, dass Spieler 1 immer zwei Marken in die
Stellen {F1, .., F3} legt. Spieler 2 addiert immer noch eine Marke in die Stellen {F}, ..., Fo}.
Somit kénnen wir graphisch unterscheiden, was " Kreuze” bzw. " Kreise” sind. In der
Abbildung ist G11 aktiviert, wenn die Stellen Fi, Fo, I3 jeweils zwei Marken besitzen.
Nachdem G711 gefeuert wurde, wird die Marke aus Sps entfernt und das Spiel endet in
einem Deadlock. Zudem fiillen wir die Stellen Fi, F5, F3 wieder mit zwei Marken, damit
einerseits im Feld erkannt wird, welcher Spieler gewonnen hat und damit wir Zusténde im
Erreichbarkeistgraphen sparen.

Leider ist das anders herum nicht der Fall, da wir nur nach einer Marke abfragen wiirden.
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Kapitel 3. TIC-TAC-TOE in Tina

Darum wird beim Schalten einer Transition bei Spieler 2 eine Marke in einer extra Stelle A
gespeichert. Falls es Spieler 2 schafft, Zo1, Zoo und Zs3 zu schalten, hat Spieler 2 gewonnen
und in der Stelle A; werden sich drei Marken befinden. Somit ist auch Gay aktiviert und
entfernt die Marke aus der Spielerstelle Sp;. Somit wiirde das Petri-Netz in einem Deadlock
landen. Spieler 1 hitte gewonnen, wenn der Spieler eine Marke in S; hétte. Spieler 2 hétte
gewonnen, wenn eine Marke in Ss ist. Mithilfe einer Schaltfolge w € T™* zeigen wir in einem
Anwendungsfall die Moglichkeiten an diesem reduzierten Beispiel.

Nach der Schaltfolge wi = Z11 224 219795713G11 hat Spieler 1 gewonnen.
Nach der Schaltfolge wo = Z17to1 Z18Z20t14Z23G21 hat Spieler 2 gewonnen.
Nach der Schaltfolge w3 = Z15291 Z14to6 2117 Z23412 Z28 Z19 hat keiner gewonnen.

Leider gibt es ein grofies Problem bei dieser Implementierung. Da es noch andere Méglichkeiten
gibt, auler G11 bzw. Go1 zu feuern, kénnten die Spieler einfach weiter spielen. Hierbei wer-
den uns die Prioritdten helfen, damit erzwungen wird, die gewinnbringende Transition zu
feuern.

Die gewinnbringende Transition muss eine hohere Prioritdt haben als die gegnerischen
Transition zur Setzung eines Symboles.

Dazu nehmen wir wieder ein Stellen/Transitions-System ST'Sy = (S, T, F, W, My, inh,>),
was in Abbildung 3.7 zu sehen ist.

Sp1l Sp2
o
.
z11 212 213 721 722 723
Z16 /
Z14 715 724 725 726
717 718 719 727 728 729
2 2
1
> 2 F3
Al
4 5 F6
2
3
G11 2
F7 F8 F9
G21

Abbildung 3.7.: Gewinnsituation fiir eine Reihe mit Prioritédten

Somit kann sichergestellt werden, dass das Spiel beendet wird, wenn ein Spieler gewonnen
hat.
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3.3. TIC-TAC-TOE in Tina

Bevor wir das Spiel mit voller Funktonalitéit zeigen, definieren wir weitere Mengen. Die
heiflen Gewinn, Auslagerung und Sieg, wobei:

o Gewinn={Gj; |i€[2],j €8]}
o Auslagerung = {A; | j € [8]}
o Sieg={S;|i¢€[2]}

Damit wir alle acht Gewinnmoglichkeiten fiir Spieler 1 speichern kénnen, brauchen wir
sieben weitere Transitionen {Gis,...,Gig}. Fiir Spieler 2 bendtigen wir ebenfalls sieben
weitere Stellen {Aj,.., Ag} plus sieben weitere Transition {Gag, ..., Gog}. Dariiber hinaus
miissen alle gewinnbringenden Transitionen {G;; | ¢ € [2],j € [8]} eine hohere Prioritét
besitzen, als die Transitionen, die fiir das Setzen der gegnerischen Symbole zusténdig sind.

Die folgende Abbildung 3.8 ist sehr uniibersichtlich und der Leser erkennt gut, dass das
Stellen/Transitionsystem trotz extra Prioritdten und Inhibitorkanten selbst bei TIC-TAC-
TOE schnell wachsen kann. Ohne Prioritdten wiirde die Speicherung der gewinnbringenden
Transitionen sehr viel komplexer ausfallen, da wir nach einem Sieg in einem Deadlock
landen miissen. Die Umsetzung von TIC-TAC-TOE lasst sich in gefirbten Petri-Netzen
einfacher umsetzen, doch dazu kommen wir noch.

Das vollstdndige TIC-TAC-TOE Spiel besteht aus ST'Ss = (S, T, F, W, My, inh, >).

Wegen der Komplexitét des Stellen/Transitions-Systems S7'S3 wird auf eine Formalisie-
rung des Petri-Netzes verzichtet.
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Spl
o
711 Z12 713
/ lv
z15[\\ ;16
714
y
717 718 719
2
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222
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s1 Gi6 G17

Abbildung 3.8.: TIC-TAC-TOE - vollsténdig
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Kapitel 4.

Gefarbte Petrinetze

Gefdrbte Petrinetze sind in der praktischen Anwendung sehr beliebt, da sie einen kom-
pakten Aufbau haben und parametrisierte Modelle erméglichen (vgl. [JK09] S.4) . Die
Entwicklung der gefiirbten Petrinetze steht eng im Einklang mit der Sprache CPN ML
(Coloured Petri Nets - Modeling Language). Die Sprache ist fiir Definitionen einiger Men-
gen, wie Typen, Variablen und Ausdriicke zustédndig, die wir im Verlauf erkliren werden.
Die folgenden Definitionen wurden aus [JK09] S.79 - 91 entnommen.

4.1. Nicht-hierarchisches gefarbtes Petrinetz

Grundsétzlich besteht ein gefirbtes Petri-Netz aus einem 9-Tupel
CPN = (S,T,F,%,V,C,G, E,I), wobei:
e (S, T,F) ein Netz ist
e 3 eine nicht endliche Menge von Typen ist.
e V eine endliche Menge von Typvariablen mit Type[v] € £,Vv € V ist.
e (C: 5 — Y ist eine Typfunktion ist, wo jede Stelle ein Typ zugewiesen wird.

e GG: T — EXPRy ist eine Wichterfunktion ist, die jeder Transition t einen Wachter
zuweist, mit Type[G(t)] = BOOL.

o [[: ' - EXPRy ist eine Kantenausdrucksfunktion ist, die jeder Kante f einen
Kantenausdruck zuweist, mit Type[E(f)] = C(s)as, wobei s die Stelle ist, die mit
f verbunden ist.

o [: S — EXPR)g ist eine Initialisierungsfunktion ist, wobei jeder Stelle s ein In-
itialisierungsausdruck zugewiesen wird, mit T'ype[I(s)] = C(s)nms-

Die Mengen S, T und F sind im Kapitel 2.1 beschrieben. Die anderen sechs Komponenten
werden in den folgenden Kapiteln mithilfe von Beispielen genauer erklért.

4.2. Multimengen

Wir starten bei der Formalisierung mit den Multimengen. Sie werden in spéteren Defini-
tionen wie Markierungen und Schalten verwendet.

Sei B = {by, b, b3} eine nicht leere Menge. Dann ist eine Multimenge iiber B eine Funktion
m: B — N. Eine Multimenge kann somit auch als Summe geschrieben werden:

Z = m(b)’b = m(bl)’bl —++ m(bg)/bg ++ m(bg),bg ++ ...
beB

Die Menge aller Multimengen iiber B wird mit Bjss und die leere Menge Multimenge mit
Dars bezeichnet.
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Kapitel 4. Gefiarbte Petrinetze

Seien mq1, mo und m Multimengen und n € N, dann sind Addition, Skalarmultiplikation,
Vergleich, Linge und Subtraktion wie folgt definiert:
e Addition =VYb € B : (my +H ma)(b) = m1(b) + ma(b).
Skalarmultiplikation =Vb € B : (n*xm)(b) = n*m(b).
Vergleich = m; <=mg < Yb € B: my(b) < ma(b).

Lange = |m| = > m(b).
beB

Subtraktion =Vb € B : (mg — —mz1)(s) = ma(b) — mq(b). Dabei wird vorausgesetzt,
dass m; <= mg gilt.

Innerhalb der CPN ML wiirde eine Deklaration etwa so aussehen:

multi = 3' (" Anfang”) H 2/ (" Ende");

Das heifit, wir haben insgesamt fiinf Elemente. Drei Elemente mit dem Inhalt Anfang und
zwei Elemente mit Inhalt Ende.

4.3. Typen

Gefirbte Petri-Netze unterstiitzen einige Typen, wie UNIT, BOOL, STRING, INT, REAL
und TIME. Trotzdem werden wir uns im folgenden Beispiel auf STRING und INT be-
schrénken. Grundsétzlich ist % eine endliche nicht leere Menge von Typen. Zuerst definie-
ren wir drei Typen, mithilfe des Befehls colset von CPN ML. Die Typen in der Abbildung
4.1 sind wie folgt definiert:

e colset ZAHLEN = int;
e colset DATEN = string;
e colset ZAHLENxXDATEN = product ZAHLEN * DATEN;

Produkte lassen sich mithilfe des Befehls product erzeugen und kénnen sich aus zwei oder
mehreren Komponenten zusammen setzen. Nun besitzen wir drei Elemente in der Menge

3.

¥ = {ZAHLEN, DATEN, ZAHLENxDATEN}

Dariiber hinaus gibt es Variablen, die ebenfalls in CPM ML deklariert werden kénnen.
Dazu bezeichnen EXPR die Menge der Ausdriicke und T'ypele] den Typ des Ausdrucks
e, wobei e € EXPR. Auflerdem bezeichnen wir die Menge der freien Variablen in einem
Ausdruck e als Var[e] und den Typ der Variable v als T'ype[v]. Freie Variablen koénnen als
Kantenausdruck, Typen und Wichterfunktionen verwendet werden. Die Variablen in der
Abbildung 4.1 sind wie folgt definiert:

{n} ife=n
Varle] = ¢ {z} ifte=x
{n,z} ife=(n,z)
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4.4. Typvariablen

Variablen miissen einem Typ zugeordnet werden. V ist eine endliche Menge von Typva-
riablen mit T'ype[v] € ¥ fiir Vv € V. Die Typvariablen in der Abbildung 4.1 sind wie folgt
definiert:

V = {n:ZAHLEN, x:DATEN}

4.5. Typfunktion

Die Typfunktion C: S — ¥ ordnet jeder Stelle s einen Typen zu. Die Typfunktion in der
Abbildung 4.1 ist wie folgt definiert:

ZAHLEN if s=s1
C(s) = < DATEN if s = s9
ZAHLENXDATEN if s = s3

4.6. Wachterfunktion

Die Wéchterfunktion G: T'— EX PRy ordnet jeder Transition ¢ einen Wichter G(t) zu,
mit Type[G(t)] = BOOL. Die Wichterfunktion in der Abbildung 4.1 ist wie folgt definiert:

G(tr) = [n = 1]

Falls es keinen expliziten Wichter gibt, wird true zuriickgeben.

4.7. Kantenausdrucksfunktion

Die Kantenausdrucksfunktion E: F' — EX PRy weist jeder Kante f eine Kanteausdrucks-
funktion zu. Wie bei der Wichterfunktion benttigen wir freie Variablen von E(f), die eine
Teilmenge von V sind. Das heifit, dass E(f) € EXPRy. Fiir eine Kante (s,t) € F, von
der es eine Verbindung von Stelle s € S zur Transition ¢ € T gibt, ist es erforderlich, dass
der Typ der Kantenausdrucksfunktion ein Multimengentyp von Typ C(s) in der Stelle ist.
Das heifit Type[E(s,t)] = C(s)ms. Genauso gilt dies anders herum, wenn es eine Kante
(t,s) € A gibt, dann muss sie ebenso Type[E(t,s)] = C(s)ms-

Die Kantenausdrucksfunktion in der Abbildung 4.1 ist wie folgt definiert:

1'n lff = (Slatl)

E(f) - 1/.T lf f = (82,751)
U(n,z) if f=(t1,s3)
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4.8. Initialisierungsfunktion

Die Initialisierungsfunktion I: S — EX PRy ordet jedem s € S einen initialen Ausdruck
I(s) zu. Dieser wertet zu einer Multimenge iiber C(s) aus, das heifit T'ype[I(s)] = C(s)ms.
Es ist zu beachten, dass I(s) keine Variablen enthélt. Die Initialisierungsfunktion in der
Abbildung 4.1 ist wie folgt definiert:

2'1 if s =35
I(s) = V("Hello") + 1'("World") if s = sy
Dars otherwise

Die entsprechenden Ausdriicke stehen in Abbildung 4.1 neben den Stellen, sind aber nicht
griin unterlegt.

4.9. Markierungen

Eine Markierung ist eine Abbildung M, die jeder Stelle s eine Multimenge aus C(s)ass
zuordnet. Die initiale Markierung eines gefiarbten Petrinetzes ist definiert durch My(s) =
I(s)() fiir jede Stelle s. Das heifit, My(s) besteht aus der durch I(s) spezifizierten Multi-
menge.

Da wir nun alle Komponenten eines CPN beschrieben haben, wenden wir uns nun einem
graphischen Beispiel zu.

2°(1) 17 ("Hello") ++ 17 ("world")
- 1" "Hella"++|
2 1182 51 52 2 1 “warld"
ZAHLEMN DATEM
i %
[n=1]
T1
()
ZAHLEN®DATEM

Abbildung 4.1.: Gefirbtes Petri-Netz

In der Abbildung 4.1 sind die Typen ¥ = {ZAHLEN, DATEN, ZAHLEN x DATEN}
jeweils einer Stelle zugeteilt. Nebenbei erkennt man gut, dass die Typvariablen an die
Kanten geschrieben werden. Der Wichter besitzt wie erwartet die extra Bedingung fiir
t1, n = 1. Zudem erkennt der Leser die initiale Markierung My in dem Text iiber den
Stellen s1 und ss, die sich toolbedingt nicht &ndern. In der Stelle s; sind zwei Marken mit
dem Inhalt 7 und in der Stelle sy befinden sich ebenfalls zwei Marken, einmal " Hello”
und einmal “World”. In den griinen Felder sind die Markierungen, die sich beim Schalten
verdndern. Die Zahl am Rand einer Stelle gibt die Anzahl der Marken wieder.
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4.10. Schalten

Bevor wir mit dem Thema Schalten anfangen kénnen, miissen wir noch die Variablen einer
Transition Var(t) definieren, wobei Var(t) C V. Hierzu zédhlen alle freien Variablen, die
in ihrem Wichter vorhanden sind und alle Variablen, die in den Ausdriicken derjenigen
Kanten stehen und mit der Transition verbunden sind. In unserem Beispiel wiren die
Variablen der Transition ¢; folgende:

Var(ty) = {n,z}

Eine Belegung einer Transition t ist eine Funktion b, die von jeder Variable v € Var(t)
in einen Wert b(v) € Type[v] abbildet. Die Menge aller Belegungen von ¢ wird als B(t)
definiert. Dariiber hinaus kénnen wir nun das Belequngselement definieren. Ein Belegungs-
element ist ein Paar (¢,b), wobei ¢t € T und b € B(t). Die Menge aller Belegungselemente
BE(t) ist definiert durch BE(t) = {(t,b) | b € B(t)}. BE bezeichnet die Menge aller
Belegungselemente. Nun haben wir die erforderlichen Mittel um Schalten zu definieren.

Ein Belegungselement (¢,b) € BE(t) ist aktiviert in einer Markierung M, wenn folgende
Eigenschaften erfiillt sind.

o G(t)(b).
o Vs e S: E(s,t)(b) <= M(s).

Falls M durch Schalten von t zu M’ kommt, geschrieben M[t)M’. Dann wiirde die M’ wie
folgt aussehen:

M(s) — —E(s,1)(b), fallss € *t\t°,

M'(s) = M(s) + E(s,t){b), falls s € t*\*¢,
M(s) — —E(s,t)(b) + E(s,t)(b), fallss e t*n *t,
M(s) sonst

Die Auswertung vom Belegungselement (t,b) wird als G(t)(b) und das Ergebnis der Kan-
tenausdrucksfunkton E(f) fiir eine Kante f wird als E(f)(b) geschrieben. In der ersten
Bedingung muss die Wichterfunktion G(t)(b) = true ergeben und in der zweiten Bedin-
gung wird das Ergebnis E(s,t)(b) von einem Ausdruck E(s,t), welcher an der Kante (s, )
steht, mindestens so viele Marken in der Stelle s verlangen, wie in der Kantenausdrucks-
funktion beschrieben. Nachdem Schalten werden die erforderlichen Marken, die in der
Kantenausdrucksfunktion (s, t) stehen, aus der Stelle s entfernt und in die entsprechenden
Stellen, die in der Kantenausdrucksfunktion (¢, s) aufgefiihrt sind, mit Marken gefiillt.

2T 1 ("Hallo") ++ L7 {"wiorld) 2°(1] 17 ["Helle™) ++ 17 {("World")

ke 1 s 51 52- 68 1'"W_Gr|d"' ]._‘_IJ. 1y 1" "Halla"

FAHLEN DATEN DATEN

=11 ‘

53 g 1'|;1__,'_'HQII-3"_] 171, World")
ZAHLEMN:DATEN ZAHLEM=DATEN
Abbildung 4.2.: Gefirbtes Petri-Netz - Abbildung 4.3.: Geférbtes Petri-Netz -

t1 geschaltet - t1 geschaltet -
Variante 1 Variante 2

23



Kapitel 4. Gefiarbte Petrinetze

In dem gefirbten Petrinetz aus Abbildung 4.1 ist die Transition ¢; aktiviert, da sie einmal
G(t)(b) erfiillt. Das heifit, die Variable n = 1 und es wird genau ein Element 2 aus DATEN
und n aus ZAHLEN verlangt. Das eine Transition in CPN-Tools aktiviert ist, erkennt
man an der griinen Umrandung an der Transition. Beim Schalten von ¢; gibt es jetzt zwei
Moglichkeiten, da die Marken zuféllig aus der Stelle entfernt werden. In der Stelle s; wird
sicherlich eine 1 entfernt, aber in Stelle so gibt es die Moglichkeit das einmal ” Hello” bzw.
"World” entfernt wird, was in den Abbildung 4.2 und 4.3 gut zu erkennen ist.
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Kapitel 5.
TIC-TAC-TOE in CPN-Tools

Nachdem wir die gefidrbten Petrinetze vorgestellt haben, werden wir nun TIC-TAC-TOE
in einem geférbten Petrinetze erstellen. Dabei verwenden wir das Programm CPN-Tools,
das Kurt Jensen in seinem Buch [JK09] zur Modellierung genutzt hat. In der Modellie-
rung von Stellen/Transition-Systemen hat sich herausgestellt, das TIC-TAC-TOE schnell
uniibersichtlich wurde. Nun verwenden wir gefiirbte Petrinetze, die mehr Komponenten
zu bieten haben, als beim einem Stellen/Transitions-System und iiberpriifen nun, ob sich
gefirbte Petrinetze besser eignen.

5.1. CPN-Tools

CPN-Tools ist ein Werkzeug, um geféirbte Petrinetze zu erstellen, simulieren und analy-
sieren. Das Tool verfiigt iiber eine inkrementelle Syntaxiibereinstimmung und Codegene-
rierung, die wahrend der Erstellung stattfindet. Es gibt die Moglichkeit Erreichbarkeits-
graphen zu erzeugen und zu analysieren. Auflerdem lassen sich Eigenschaften priifen, ob
ein gefirbtes Petrinetz beschrénkt oder lebendig ist (vgl. [PWO03] S.85 - 87).

Beim Schalten einer Transition ¢ wird durch einen Nichtdeterminismus zuféllig eine Marke
entfernt. Somit kénnen beim Schalten t verschiedene Markierungen entstehen.

5.2. TIC-TAC-TOE in CPN-Tools

Wie zuvor zerlegen wir die Modellierung des Spiels in kleinere Teile, damit wir die
Ubersicht des Petri-Netzes nicht verlieren. Dabei betrachten wir die ersten zwei Felder
des TIC-TAC-TOE Spiels, was in Abbildung 5.1 zu sehen ist.
Dafiir nehmen wir uns ein gefiarbtes Petri-Netz ohne Wichterfunktion aber mit Inhibitor-
kanten CPNy = (S, T, F,%,V,C, E, I,inh).

1'_"Spie|_er1"
"Spialer1”
SPIELER( Spisleril

if d="Spielerl" then "Spieler2" else "Spieler1"” if d="Spieler1" then "Spieler2" else "Spieler1"

T1 T2

SPIELER SPIELER

Abbildung 5.1.: TIC-TAC-TOE 2 Felder in CPN-Tools

Bei der Modellierung in gefarbten Petri-Netzen gibt es schon einen grofien Unterschied zur
Modellierung in Stellen/Transitions-Systeme, da wir nicht mit anonymen Marken arbeiten.
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Somit brauchen wir keine Stelle fiir den zweiten Spieler. Durch die Kantenausdrucksfunk-
tion an den Kanten (¢1,Spieler) und (ta, Spieler) wird sichergestellt, dass die Spieler
abwechselnd am Zug sind.

Das bedeutet, falls " Spieler1” beispielsweise durch das Schalten von t; in F} geschrieben
wird, wird in die Stelle Spieler " Spieler2” geschrieben. Dies ist in Abbildung 5.2 zu sehen.
Genauso gilt dies anders herum, falls ” Spieler2” in t; geschrieben wird, endet die if-Klausel
in dem else-Zweig und es wird ”Spieler1” in Spieler geschrieben.

1'_"Spie|n_ar2"' 1" "Spieler1"|
"Spielerl” "Spielerl”
SPIELER( Spieleril SPIELER( Spigler il

T1 T2 T1 T2
d d d d
_1' "Spi_elerl”' _1' "Spi_elerl"' 1 "Spl_eler?"|
F1 1 F1 1 F2 1
SPIELER SPIELER SPIELER SPIELER
Abbildung 5.2.: TIC-TAC-TOE 2 Felder Abbildung 5.3.: TIC-TAC-TOE 2 Felder
- t1 geschaltet - t1t9 geschaltet

Auf der Abbildung 5.2 und 5.3 wurde die if-Klausel aus Platzgriinden weggelassen. Nach-
dem t; gefeuert wurde, liegt in der Stelle Spieler eine Marke mit " Spieler2”. Nun kann
durch Schalten von to eine Marke Spieler 2 in das Feld F> geschrieben werden. Somit
kénnen die Symbole viel einfacher unterschieden werden, als in einem Stellen/Transitions-
System.

Bevor wir zu neun TIC-TAC-TOE Feldern kommen, definieren wir weitere Mengen, wie
bei den Stellen/Transitions-Systemen. Die heiflen Zuege und Felder, wobei:

o Zuege ={Z;|je 9]}
o Felder = {F;|j € [9]}

Nachdem wir das TIC-TAC-TOE Spiel fiir zwei Felder modelliert haben, entwickeln wir
nun ein gefiarbtes Petrinetz mit neun Feldern. Die folgende Abbildung 5.4 entspricht der
gleichen Funktionalitét des Stellen/Transitions-System in der Abbildung 3.5. Die Felder
{F1, ..., Fo} entsprechen den TIC-TAC-TOE Feldern. Sie wurden graphisch in einer Reihe
angeordnet, damit die Ubersicht erhalten bleibt. AuBierdem wurde die Kantenausdrucks-
funktion nur einmal in der Abbildung 5.4 verwendet. Trotzdem steht die if-Klausel fiir alle
Kanten {(Z;, Spieler) | j € [9]}.
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Hierfiir nehmen wir wieder ein gefirbtes Petrinetz CPNy = (S, T, F, %, V,C, E, My, inh).
S = {Spieler} U Felder

T = Zuege

F = {(Spieler, Z;) | j € (9]} U{(Z;, Spieler) | j € 9} U{(Z, F}) | j € 9]}

S = {SPIELER}

V ={d: SPIELER}

C(s) = SPIELER, mit s € S

1d if f e {(Spieler, Z;),(Z;, F}) | j € [9]}
cEG =1 | o

if d =" Spielerl” then if f e {(Z;,Spieler)|jec[9])}

"Spieler2” else” Spielerl”

1(s) 1/(" Spielerl”) if s = Spieler
[ ] S) =
Ons otherwise

e inh ={(F;,Z;) | je9]}

1" "Spieler1” "Spielerl”

Spigleril,
if d="Spieler1" then "Spieler2" else "Spielerl”

== Z2 Z3 Z4 Z5 pls} Z7 ZB ™ Z9
L) L) L) L)
d d d d d d d d d
SPIELE SPIELE SPIELER SPIELI SPIELER SPIELER SPIELEE SPIELER™ SPIELER

Abbildung 5.4.: TIC-TAC-TOE 9 Felder in CPN-Tools

Z1

Das gefiarbte Petrinetz in Abbildung 5.4 benétigt keine extra Ziige fiir Spieler 2, somit
sparen wir neun Transition. Dadurch halbiert sich die Anzahl an Kanten von 72 Kanten
in Abbildung 3.5 auf 36.

Fiir die Gewinnbedingung bendtigen wir ebenfalls nur noch die Hélfte an Transitionen, da
die Information, welcher Spieler gewonnen hat, in der Markierung steht. Dadurch entfallen
zusitzlich die Stellen Auslagerung, die wir in der Abbildung 3.6 benttigen.

Die Abbildung 5.5 zeigt die gleiche Funktionalitét wie das Stellen/Transitions-System in

Abbildung 3.6. G ibernimmt in die Aufgaben von G11, G21 und A;. Die Kante (Spieler, G1)
besitzt die Kantenausdrucksfunkiton if d = "Spieler1” then” Spieler2” else” Spielerl”,

da beim Schalten der Gewinnsituation der Gegner am Zuge ist. Somit wiirde G; nicht

aktiviert sein, wenn beispielsweise in der Stelle Fy, F» und F3 " Spielerl” liegen wiirde,

da trotzdem in Spieler ”Spieler2” steht. Deshalb miissen ”Spielerl” und ”Spieler2” ge-

tauscht werden. Mit dieser Kante wird wieder sichergestellt, dass das gefirbte Petrinetz

nach dem Schalten von (7 in einem Deadlock landet. Mithilfe einer Schaltfolge w € T*

zeigen wir die drei Anwendungsfille.

Nach der Schaltfolge wy = Z12475757Z3G1 hat Spieler 1 gewonnen.
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if d="Spielerl" then "Spicler2" else "Spielerl" "Spieler1”

_——
p 1" "Spielerl”

if d="Spieler1" then "Spieler2" else "Spialer1"

Z1

Z3 Z4 Z5 Z6 Z7 B ™ 9
L) . L) L)
d d d d d d d d d
. () (=) () (=)
SPIELE SPIEL SPIELER SPIELI SPIELER SPIELER SPIELEF SPIELER- SPIELER
d d
d

S~ Gl

Z2

SPIELER

Abbildung 5.5.: Umsetzung einer Gewinnmoglichkeit

Nach der Schaltfolge ws = Z7 721237974 73G1 hat Spieler 2 gewonnen.
Nach der Schaltfolge wg = Z521 2422772375 Z9 hat keiner gewonnen.

In diesen Anwendungsbeispielen erkennt man nicht mehr an der letzten geschalteten Tran-
sition welcher Spieler gewonnen hat, da G unabhéngig aktiviert sein kann, egal welcher
Spieler am Zug ist. Spieler 1 hat gewonnen, wenn in der Stelle Sieg durch Schalten
von G1,...,Gg "Spielerl” steht, bzw. Spieler 2 hat gewonnen, wenn in der Stelle Sieg
"Spieler2” steht. Unentschieden geht das Spiel aus, wenn nach neun Ziigen keine Marke
in Sieg vorhanden ist. Bei diesem Anwendungsfall endet das Spiel ebenfalls in einem Dead-
lock, da alle Stellen {F1, ..., Fy} nicht leer sind und die Inhibitorkanten {(F}, Z;) | j € [9]}
verhindert, dass eine Transition {Z1, ..., Zg} schalten kann.

Da wir wieder das Problem haben, dass GG; aktiviert ist, aber nicht geschaltet werden muss,
verwenden wir Prioritdten in CPN-Tools. In CPN-Tools gibt es standardgeméf drei Prio-
ritdten Pyran, Pvorymar und Prow. Doch es gibt die Moglichkeit weitere Prioritaten in
CPN-Tools zu deklarieren. Eine Prioritdt wird in CPN-Tools einer Transition zugewiesen.
Falls eine Transition Pyrgp zugewiesen wird, besitzt die Transition eine hohere Prioritét
als alle anderen Transition, die standardgemifl Pyorarar besitzen. Wiren {tg, ...,to9} = T
und t3 wiirde Pyrgn zugewiesen bekommen, dann hétte ¢3 eine hohere Prioritdt als alle
anderen 99 Transitionen in T, also t3 > T \t3.
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if d="Spielerl" then "Spieler?" else "Spielerl" 1 .mo..- "Spieler1"
( .
if d="Spielerl"” then "Spieler2" else "Spielerl”
d
z1 | =z z3 Z5 z5 *

1 Splelerl| 1" Spnalerl 1 Sp|e|er1 1 Spleler° 1 Spnaler’J |‘ ‘| ‘|
SPIE%SPIEL SPIELE SPIEUQPIEL F SPIELER SPIELER SPIELER - SPIELER

P_HIGH

SPIELER

Abbildung 5.6.: Umsetzung einer Gewinnmdglichkeit mit Prioritdten

Die Markierung in Abbildung 5.6 entsteht nach der Schaltfolge wy = Z124757575. Das
ist die Schaltfolge wy, die Spieler 1 gewinnen lésst, aufler das G geschaltet wurde. In dem
gefirbten Petrinetz ist nur G aktiviert, was der Leser an der griinen Umrandung erkennen
kann. Das liegt daran, dass GGy eine hohe Prioritédt zugewiesen wurde, welche man links
neben der Transition G in der Abbildung 5.6 erkennt. Damit wird erzwungen, dass G
als einzige Transition aktiviert ist. Nach dem Schalten von G wird eine Marke " Spieler1”
in die Stelle Sieg gelegt und Spieler 1 hat gewonnen.

Diese Gewinnbedingung muss auf alle anderen sieben Gewinnmoglichkeiten iibertragen
werden. Die sieben anderen Gewinntransition {Ga, ..., Gs} miissen ebenfalls eine hohere

Prioritét besitzen als die Ziige. In diesem Fall weisen wir in CPN-Tools alle Gewinnméglichkeiten

PHIGH zZu.
if d="Spielarl"” then "Spicler2"” elsa "Spielarl” : "Sp‘ilpjler_l“ =
- Spisier J4 1'"Spieler1’]
if d="Spielerl" then "Spieler2" else "Spislerl”
d
d d
d
d
| Z1 = Z2 Z3 4 Z5 Z6 Z7 B -~ =]
d d d d d d d d d
F1 F2 F3 F4 FS F& F7 Fg F9
SPI SPI LI B SPIELER
d
P_HIGH

Abbildung 5.7.: TIC-TAC-TOE vollstindig mit 8 Gewinntransitionen
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In Abbildung 5.7 sind alle acht Gewinnsituationen eingebaut und das gefiarbte Petri-
netz besitzt alle Funktionalititen des TIC-TAC-TOE-Spiels, also die Funktionalitdten
des Stellen/Transitions-Systems in Abbildung 3.8. Trotzdem ist der Bereich zwischen
den Feldern und den Gewinnsituationen sehr uniibersichtlich und wir optimieren das
gefarbte Netz mithilfe eines Wichters. Mit diesem Wéichter konnen wir alle acht Tran-
sitionen in eine Transition {iberfithren. Im ersten Schritt entfernen wir die Inhibitorkanten
{(F},Z;) | j € [9]} und fithren unsere Menge XOR = {Xj, ..., X9} wieder ein, die auf der
Abbildung 3.3 zu sehen ist. XOR wird mit einem leeren String "’ gefiillt und wir verbin-
den XOR mit den Ziigen. Mithilfe einer neuen Typvariable V' = {a : Spieler} kénnen wir
sicher gehen, dass die Transitionen {Z1, ..., Zg} trotzdem aktiviert sind, obwohl in Spieler
""Spieler1” steht. Danach legen wir in den Feldern 8 unterschiedliche Strings in die Felder.
In unserem Fall entscheiden wir uns fiir die Strings ”"a” )" v".,” """ d" ) ") " ¢" " n" ) i".
Die initiale Markierung in den Stellen {Fi, ..., Fo} ist uninterssant. Sie dienen nur dazu,
dass das Spiel beendet werden kann, obwohl nicht alle neun Ziige ausgefiihrt wurden.

¥1 1 @\1, ; , 1 x6 1 G’\l /—d‘\
SPIELE _-,/SPIELE P IEEl SPIELER _'-/SPIELE _-‘/SPIEL SPIELER
P eler i1, 17 "Spielerl”|
a W o
- y : = 412 a

Spiele

m ‘@

¥ y \X\L\
’_'_,_-"'
zz | 23 74 75 76 77 | =z H 2o
d d d d d d d
_n L") AT o o v w_n L " AT
a b c d =] f g h
™~ N N N
1 F2 i1 F3 i F4 i1 F5 i F& 11 F7 11 F§ 1
i SPIELE SPIELE SPIEL SPIEL SPIELER SPIELE SPET_"ER'/SPIELER
17" 17 "R 17 1 g" 1 et 17 1...g.. 1 "R l-uiu'

Abbildung 5.8.: TIC-TAC-TOE mit zwei Typvariablen
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In Abbildung 5.8 erkennen wir, dass alle Transitionen {Z1,..,Zg} aktiviert sind. Nun
fithren wir fiir jede Zelle in dem 3x3 Feld eine weitere Typvariable ein und vergleichen
sie miteinander. Somit brauchen wir fiir die Zellen insgesamt neun Typvariablen, die
alle dem Typ Spieler zugewiesen werden. Wir nennen sie a,b,c,d,e, f, g, h,i. Die Kan-
ten {(Fj, Gewinn) | j € [9]} bekommen alle unterschiedliche Typvariablen. Zusétzlich
brauchen wir noch eine weitere Typvariable {j : SPIELER}, die uns sagt, welcher
Spieler am Ende gewonnen hat. Sie wird die Kantenausdrucksfunktion an der Kante
(Spieler, Gewinn), denn wir wissen, der Spieler der gewonnen hat, steht nicht in der
Stelle Spieler. In Abbildung 5.9 sehen wir nun, dass in der Stelle Sieg j negiert wird. Das
heifit, wenn ”Spielerl” in der Stelle Spieler steht, muss im nichsten Schritt ”Spieler2”
in Sieg stehen.

Die Wichterfunktion von Gewinn vergleicht die Eintrige in den Stellen bzw. Zellen unter-
einander und iiberpriift, ob ein Spieler eine Gewinnbedingung erfiillt hat. Beispielsweise
wird in der ersten Zeile der Wachterfunktion abgefragt, ob a = b = ¢ ist. Das heifit, ob die
obere erste Reihe drei gleiche Symbole besitzt. Falls das stimmt, wissen wir, dass Spieler
1 oder Spieler 2 gewonnen hat. Derjenige Gewinner wird aus j ermittelt. Somit besitzen
wir ein kompakte und {ibersichtliche Gewinntransition, die durch eine if-Klausel alle acht
Gewinnmoglichkeiten auffangt.

Hierfiir nehmen wir wieder ein gefirbtes Petrinetz mit Prioritaten

CPN, = (S,T,F,%,V,C,G,E,I,>)

x1 i ( x2 @ @\1_ G\l_ 1 @\1/—;\1_
"/SPIELE "'/SPIELE ""/SPIELE "/SPIELE SPIELE "'/SPIEL SPIELER

¥ :-—1; g y \

Z6 Z7

25
d
d" -l
1l F5 1
PIELI SPIELEF

\A

PIELEF" SPIELER

o DA

d a=b andalso b=c arelse
=} £ d=& andalso e=f orelsa
g=h andalsc h=i orelse

a=d andalsoc d=g arelse

W g b=e andalsoc e=h orelse

c=f andalso f=i orelse
a=a andalso a=i oralse
c=e andalso e=g]

P_HIGH if j="Spielarl" then "Spieler2"” else "Spielerl”

SPIELER

Gawinn

) 4

Abbildung 5.9.: TIC-TAC-TOE vollstdndig mit Wéchterfunktion
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Die Komponenten entsprechen der Abbildung 5.9.

e S=XORU({Spieler} U Felder U {Sieg}
o T = Zuege U {Gewinn}

o F'={{(X},Z;)|j €91} U{({Spieler}, Z)) |
{(Z5, ) | 5 € 91}, {(F}, Gewinn) | j € [9]} U

j € 9} U{(Z;, {Spieler}) | j € [9]} U
(Gewinn, Sieg) U ((Spieler, Gewinn)}

e ¥ = {SPIELER}

e V={a:SPIELER,b: SPIELER,c: SPIELER,d: SPIELER, e : SPIELER,
f:SPIELER,: g: SPIELER,h: SPIELER,i: SPIELER,j: SPIELER}

e U(s) =SPIELER, mit s € §

e G(Gewinn) = [a = b andalso b = ¢ orelse d = e andalso e = f orelse
g = h andalso h = i orelse a = d andalso d = g orelse b = e andalso e = h orelse
¢ = f andalso f =i orelse a = e andalso e = i orelse ¢ = e andalso e = ¢]

;

1a if fe{(X;,Z;)]37e€l9],(F1,Gewinn)}
1'b if f = (Fy, Gewinn)
e if f = (F3, Gewinn)
1d it f € {(Spicter, Z;) | j € [9), (2, F5) | j € 9],
(Fy, Gewinn)}
e E(f)y=<1e if f = (F5,Gewinn)
1f if f = (Fg, Gewinn)
g if f = (F7, Gewinn)
1'h if f = (Fs, Gewinn)
1 if f = (Fy, Gewinn)
14 if f = (Spieler, Gewinn)
if d="Spieler1” then if f e {(Z;, Spieler) | j € [9]),
”Spieler2” else ”Spielerl” (Gewinn, Sieg)}

o [(s) =

= R e e e

if s € {Xl, ...,Xg}

if s=F;
if s =Fy
if s = I3
ifS:F4
if s = Fj
if s = Fg
if s = Fx7
if s = Fg
if s = Fy
otherwise

o > = {Gewinn > T \{Gewinn}}
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Nun wollen wir die Petrinetze miteinander vergleichen. Zuerst behandeln wir das Stellen/
Transition-System in der Abbildung 3.8. Wenn wir von diesem Stellen/Transition-System
den Erreichbarkeitsgraph erstellen, gibt es 6420 Zusténde. Das Programm Tina bietet nur
eine kleine Anzahl von Analysetools wie die Erstellung eines Erreichbarkeitsgraphen oder
Uberdeckungsgraphen. Zusitzlich bietet Tina einen stepper simulator an, mit dem wir
Transitionen interaktiv schalten kénnen.

Wenn wir aber die gefarbten Petrinetze in den Abbildungen 5.7 und 5.9 angucken, lassen
sich einige Eigenschaften zeigen. Das Programm CPN-Tools bietet nicht nur Erreichbar-
keitsgraphen an, sondern es lassen sich auch Grenzen, Deadlocks, tote Transitionen und
lebendige Transitionen (vgl. [PW03] S.86) mithilfe der state space Analyse erstellen.

In Tina und CPN-Tools kann der Erreichbarkeitsgraph nur erstellt werden, wenn die Pe-
trinetze beschrinkt sind. Falls die Petrinetze nicht beschrinkt sind und somit der FEr-
reichbarkeitsgraphen unendlich ist, hort Tina nicht auf zu rechnen und die Analyse muss
abgebrochen werden. Bei CPN-Tools wird nach die Berechnung nach fiinf Minuten auto-
matisch abgebrochen und das Programm gibt eine Fehlermeldung zuriick.

Graphische Erreichbarkeitsgraphen kénnen bei CPN-Tools nur per Mausklick von Zustand
zu Zustand ausgerollt werden. Das heifit, zu Anfang wird nur die initale Markierung an-
gezeigt und wir konnen nur einzeln per Mausklick den Nachfolgezustand anzeigen lassen.

Wenn wir in den beiden gefarbten Petrinetzen in Abbildung 5.7 und 5.9 Kanten von den
Gewinnmoglichkeiten zuriick zu den Feldern legen, also beispielsweise bei Abbildung 5.9
die Flussrelation um {(Gewinn, F}) | j € [9]} erweitern, so dass sich die Markierungen
in den Feldern nicht &ndert, wenn eine Gewinnmoglichkeit geschaltet wird, erhalten wir
bei beiden Petrinetzen ebenfalls 6420 Zustinde. Somit kénnen wir vermuten, das die Pe-
trinetze die gleiche Funktionalitdt haben. Fiir den n&chsten Schritt miissten wir einen
Korrektheitsbeweis einfithren, um sicher zu stellen, dass die Petrinetze auch die gleiche
Funktionalitdt haben, wie das TIC-TAC-TOE Spiel doch das wiirde den Rahmen dieser
Arbeit sprengen.

Die Behauptung, dass das TIC-TAC-TOE Spiel 6420 Zustédnde besitzt, ist falsch, da
wir extra Gewinntransitionen haben. Wenn wir nun aber das gefirbte Petrinetz um ei-
ne Unentschieden-Transition erweitern, so dass das Spiel nach neun Ziigen unentschieden
ausgeht, erhalten wir 16 Zustédnde mehr und besitzen 6436 Zusténde. Nun wissen wir schon
das es 16 mogliche Unentschieden Zustédnde gibt, was in Abbildung 5.10 zu sehen ist. Die
Wiichterfunktion von Unentschieden iiberpriift, ob in den Stellen {Fi, ..., Fo} " Spieler1l”
oder " Spieler2” steht.

Nun konnen wir die Deadlocks von den Zustédnden abziehen und erhalten die moglichen
Zusténde in TIC-TAC-TOE, also 6436 - 958 = 5478. In verschiedenen Quellen wie [HMO99]
S.190 und [GSS14] S.627 wurden mathematisch die moglichen Zusténde in einem TIC-
TAC-TOE Spiel berechnet und erhalten ebenfalls 5478 Zustédnde. Das ist ein starker Indiz,
dass die Funktionalitéit der Petrinetze den Spielregeln von TIC-TAC-TOE entsprechen.
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Abbildung 5.10.: Unentschieden-Transition

Neben den 16 Zustédnden fiir unentschieden, interessieren wir uns fiir die moglichen Ge-
winnzustinde des TIC-TAC-TOE-Spiels. Damit wir die moglichen Gewinnzusténde fiir
Spieler 1 heraus finden, éndern wie die Unentschieden-Transition aus der Abbildung 5.10
in eine zweite Gewinntransition Gewinns. Bei der zweiten Gewinntransition entfernen wir
die Kante (Gewinng, Sieg) und ersetzen sie durch (Gewinng,Spieler). Nun landen wir
beim Schalten von Gewinng wieder in dem gleichen Zustand. Die Wichterfunktion von
Gewinn, die in Abbildung 5.11 zu sehen ist, wird um eine Bedingung j =" Spieler2”
erweitert. So wird sichergestellt, dass Gewinn nur geschaltet werden kann, wenn Spie-
ler 1 gewinnt. Ebenso wird bei Gewinng die Wachterfunktion von Gewinn iibernommen
und anstatt j =" Spieler2”, wird die Bedingung j =" Spieler1” hinzugefiigt. Nun wird
sichergestellt, dass wenn Spieler 2 gewinnt immer in dem gleichen Zustand landet.

Nun koénnen wir mithilfe der state space Analyse die Deadlocks herausfinden, denn die
Deadlocks entsprechen genau den Zustéinden in denen Spieler 1 gewonnen hat. Bei der
Analyse kam heraus, dass 642 Zustdnde Deadlocks sind und somit kénnen wir sagen, dass
es genau 642 Stellungen gibt, in denen Spieler 1 gewinnen kann.

Wenn wir nun die Bedingungen j =" Spielerl” und ”j = Spieler2” tauschen, werden in
Gewinn genau die Zustédnde in einem Deadlock landen, in denen Spieler 2 gewinnt. Somit
konnen wir wieder mit der state space Analyse herausfinden, in wie vielen Stellungen
Spieler 2 gewonnen hat. Die Analyse ergab 332 Zusténde fiir Spieler 2. Somit lésst sich
vermuten, dass Spieler 1 bessere Chancen zu gewinnen hat, da es fiir Spieler 1 mehr
mogliche Zusténde fiir Siege gibt, als bei Spieler 2.
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Abbildung 5.11.: Sieg-Transition

In den gefarbten Petrinetzen sind nach der state space Analyse keine toten Transitionen
vorhanden. Die Petrinetze und die Auswertung der Petrinetze sind auf der CD zu finden.
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Kapitel 6.
Fazit

In der Praxis hat sich gezeigt, dass selbst einfache Spiele wie TIC-TAC-TOE in einem
Stellen/Transitions-System mit Prioritdten und Inhibitorkanten sehr uniibersichtlich wird
und die Anzahl der Kanten sehr hoch ist. Auf der einen Seite sind die anonymen Marken
das Problem, die eine Unterscheidung von Symbolen wie beim Spiel TIC-TAC-TOE oder
auch verschiedene Spielsteine nur sehr schwer realisieren lassen. Auf der anderen Seite
vergroflert sich die Anzahl der Transitionen ohne Wichterfunktion sehr schnell, da jede
einzelne Moglichkeit mit einer Transition abgedeckt werden muss.

Die gefirbten Petrinetze dagegen fangen diese Probleme auf. Mit Typen kénnen Informa-
tionen in den Marken {ibertragen werden, die das ganze TIC-TAC-TOE-Spiel halbieren.
Ebenso kann mithilfe verschiedener Typvariabeln jede einzelne Zelle verglichen werden
und wir kénnen mit einer Wachterfunktion die Gewinnbedingungen auf eine Transition
reduzieren.

AuBerdem besitzt CPN-Tools einige Analysetools, die zur Berechnung mathematischer
Eigenschaften beitragen. Da die CPN ML auf einer inkrementellen Programmiersprache
(Haskell) basiert, gibt es die Moglichkeit auch Funktionen zu schreiben, die dann als Kan-
tenausdrucksfunktion wieder verwendet werden kénnen. Dadurch ist eine Ubertragung des
gefirbten Petrinetzes in eine Programmiersprache kein grofler Umstand.

In n&chsten Schritt sollte ein Korrektheitsbeweis durchgefiithrt werden, der zeigt, dass
das Petrinetz mit den Spielregeln von TIC-TAC-TOE {ibereinstimmt. Zudem kénnte man
versuchen das gefirbte Netz mithilfe von Listen weiter zu optimieren und somit Stellen
wie {X1,.., X9} und {F1,.., Fo} auf jeweils eine Stelle zu reduzieren. Zudem konnte man
in CPN-Tools mehr Funktionalititen einbauen, wie beispielsweise eine Anfrage auf dem
Erreichbarkeitsgraphen, in welcher Markierung steht welcher Inhalt. So kénnten wir die
Abbildungen 5.10 und 5.11 sparen, indem wir fragen, in wie vielen Markierungen steht
"Spielerl” bzw. " Spieler2” in der Stelle Sieg.

Desweiteren wire eine Modellierung ohne Prioritéiten in den gefirbten Petrinetzen an-
gebracht, da nur so eine semantisch dquivalente Umwandlung in ein Stellen/Transition-
System moglich ist. Mit dieser Umwandlung kénnten wichtige Eigenschaften, wie das Er-
reichbarkeitsproblem, gelost werden (vgl. [PWO0S]).

Hinzukommend ist die Komplexitit von TIC-TAC-TOE mit 5748 Zustdnden im Ver-
gleich zu Schach verschwindend gering, da nach Schiitzungen von 103 bis 10'2° méoglichen
Zustidnden ausgegangen wird (vgl. [Sha50]). Das heifit, um genauere Vermutungen anzu-
stellen, sollten komplexere Brettspiele ausprobiert werden.

Am Ende ldsst sich vermuten, dass Stellen/Transitions-Systeme fiir Brettspiele nicht ge-
eignet sind, da sie mit komplexen Systemen ohne viel Platzaufwand nicht zu erstellen sind.
Gefidrbte Petrinetze dagegen kénnen ihren Platz als Model in Spielen finden, da sie logisch
wie eine Programmiersprache aufgebaut sind und viele Systeme mithilfe weniger Stellen
und Transitionen erstellt werden koénnen. Fiir weitere Prognosen miissen mehr Spiele in
Petri-Netze modelliert werden, damit wir eine aussagekriiftige Bewertung abgeben kénnen.
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Anhang A.
Inhalt der beigefiigten CD

Folgender Inhalt befindet sich auf der beigefiigten CD:

e Alle verwendeten Stellen/Transitionsysteme und die dazugehorigen Abbildungen in
PDF-Format.

— Die zwei Kapitel dieser Arbeit haben zwei Verzeichnisse mit Kapitelnamen

— Alle Stellen/Transitions-Systeme haben eine die Abbildungsnummer wie in die-
sem Dokument. (z.B. Abbildung 2.1 wird zu Abbildung_2_1.ndr fiir Tina und
Abbildung-2_1.pdf als Grafik)

e Alle verwendeten gefarbten Petrinetze und die dazugehérigen Abbildungen in PNG-
Format.

— Die zwei Kapitel dieser Arbeit haben ein weiteres Verzeichnis mit Kapitelnamen

— Alle geférbten Petrinetze haben eine die Abbildungsnummer wie in diesem Do-
kument. (z.B. Abbildung 4.1 wird zu Abbildung_4_1.cpn fir CPN-Tools und
Abbildung_4_1.png als Grafik)

— Die gefiirbten Petrinetze und Stellen/Transitions-Systeme im fiinften Kapitel
mit denen wir einen Erreichbarkeitsgraphen erstellt haben, enthalten zusétzlich
die Analyseergebnisse. Die Analyse der gefarbten Petrinetze wird
Abbildung-X_Y_Zustand.txt benannt. Die Analyse des Stellen/Transitons-System
wird STS_6420.png benannt.

e Der vollstindige Erreichbarkeitsgraph von dem Stellen/Transitions-System in Ab-
bildung 3.3 in PDF und ADR.Format fiir Tina.

e Die Modellierung von dem Spiel Halli-Galli befindet sich im Ordner Halli_Galli
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