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1 Einleitung

Scheduling- Probleme sind kombinatorische Probleme, die auf die Erstellung von Zeitplénen
abzielen. So fasst [15] Scheduling als Entscheidungsprozess zusammen, der sich mit dem
Planen von Ressourcen und Aufgaben in festgelegten Zeitintervallen befasst, wobei eine
Zielfunktion optimiert werden soll. Ein prominentes Beispiel fiir ein solches Ziel ist die Zeit,
die zur Abarbeitung aller Aufgaben benédtigt wird. [9] nennen weitere mogliche Ziele. Das
Scheduling ist dabei von hoher praktischer Bedeutung, so wird es laut [15] in Herstellungs-
und Service-Unternehmen eingesetzt und spielt fiir diese eine wichtige Rolle. Auch [13] listen
weitere Anwendungsfélle auf und betonen die Relevanz des Scheduling:

,Eine Zuordnung von begrenzten Ressourcen iiber eine gewisse Zeit, beispiels-
weise die Zuordnung von Personal, Maschinen, Werkzeug, etc. zur Erledigung
von Auftrdgen (Jobs) innerhalb einer bestimmten Zeit, ist in fast allen Bereichen
unternehmerischen Handelns unverzichtbar, kritisch und schwierig.”

Wie das aufgefiihrte Zitat schon andeutet, handelt es sich beim Scheduling nicht nur um eine
wichtige, sondern auch um eine schwierige Aufgabe. So erwdahnt [15], dass viele Scheduling-
Probleme NP-Harf|sind, insbesondere ist auch das Resource-constrained project scheduling
problem, welches im Verlauf dieser Arbeit thematisiert wird, NP-Volistindig (vgl. [9]). Ob-
wohl viel Forschung und Analyse zu verschiedensten Scheduling-Problemen betrieben wurde
(vgl. |15]), kann es gerade fiir schwierige Probleme von Vorteil sein, auch Ergebnisse aus
anderen Forschungsbereichen zu verwenden. Zum Beispiel betont [1] die Vorteile, die daraus
entstehen, Scheduling-Probleme mit Hilfe anderer Techniken darzustellen und prasentiert
eine Moglichkeit, diese mit Hilfe von timed Petri Nets zu modellieren. Dabei werden die
graphische Darstellung, das mathematische Fundament sowie die Existenz von Analyseme-
thoden als Vorteile der Modellierung genannt.

Bei Petri-Netzen handelt es sich um ein mathematisch fundiertes Werkzeug zur Model-
lierung von nebenliufigen, parallelen und verteilten Systemen (vgl. [12]). Ahnlich zu den
bereits erwahnten timed Petri Nets, erweitern auch zeitbehaftete Petri-Netze die klassischen
Petri-Netze um zeitliche Abhéngigkeiten und bieten dabei ebenfalls die Vorteile einer gra-
phischen Darstellung sowie eines mathematischen Fundamentes. Dariiber hinaus existieren
eigene Analysetechniken fiir zeitbehaftete Petri-Netze, wie zum Beispiel in [16] aufgefithrt
wird. Neben den theoretischen Analyseansitzen existieren auch Softwaretools, die diese um-
setzen. So fithren zum Beispiel [4] ein Tool zur Analyse und Simulation von zeitbehaftete
Petri-Netzen ein, das unter anderem einen Model-Checker fiir Eigenschaften dieser zur Ver-
fligung stellt.

Um die erwiéhnten Analysemethoden und Softwaretools auch im Kontext von Scheduling-
Problemen nutzbar zu machen und auch von den anderen genannten Vorteilen zu profitieren,
wird in dieser Arbeit ein dhnlicher Ansatz zu |1] gewéahlt, indem eine Konstruktion angegeben
wird, die Scheduling-Probleme in zeitbehaftete Petri-Netze transformiert, sodass diese zur
Analyse der zugrunde liegenden Scheduling-Probleme verwendet werden koénnen.

"'Wir gehen dabei davon aus, dass die Begriffe NP-Hirte und NP-Vollstindigkeit bekannt sind. Fiir eine
Einfithrung dieser verweisen wir auf 8] und [5].



Dabei besteht die Arbeit aus drei Teilen. Zu Beginn wird ein Scheduling-Problem formal
eingefithrt. Da laut [15] eine ,erstaunliche“ Anzahl an Scheduling-Modellen existiert, wird
mit dem Resource-constrained project scheduling problem (RCPSP) ein moglichst generelles
ausgewahlt (vgl. [9]). AnschlieBend werden klassische und auch zeitbehaftete Petri-Netze de-
finiert, die im weiteren Verlauf zur Modellierung verwendet werden. Im Hauptteil der Arbeit
wird schlieflich eine Konstruktion angegeben, die RCPSPs in zeitbehaftete Petri-Netze um-
formt, um abschliefend ein Fazit zu ziehen und einen Ausblick auf mogliche weiterfithrende
Arbeit sowie Anwendungen der bisherigen Ergebnisse zu geben.

2 Scheduling-Probleme

Wie bereits erwahnt, wird in dieser Arbeit das Resource-constrained project scheduling
problem betrachtet, da es sich dabei um ein eher generelles Scheduling-Problem handelt.
Besonders vorteilhaft ist dabei, dass sich viele andere populdre Scheduling-Probleme, wie
Single-machine scheduling, Parallel machine scheduling, Job scheduling und Multi-processor
task scheduling, mit Hilfe des RCPSP modellieren lassen (vgl. [9]).

Neben der Moglichkeit, andere Scheduling-Probleme zu modellieren, existiert auch eine grofie
Anzahl an Anwendungen, die mit Hilfe des RCPSP dargestellt werden kénnen. Wahrend wir
uns in dieser Arbeit hauptséchlich auf abstrakte Beispiele fiir RCPSPs beschranken, listen [9]
solche Anwendungen auf und erlautern, wie diese als RCPSPs abgebildet werden kénnen.

Obwohl es sich bereits bei der Grundform des RCPSP um ein recht allgemeines Scheduling-
Problem handelt, existiert eine Reihe von Erweiterungen, die es weiter generalisieren (siehe
zum Beispiel [9], [2] und [7]).

Im Verlauf dieses Kapitels wird zunéchst die Grundform des RCPSP eingefiihrt, worauthin
ausgewahlte Erweiterungen erlautert werden.

2.1 Resource-constrained project scheduling problem

Wie die meisten Scheduling-Probleme behandelt das RCPSP die Planung von Aktionen in
einem gegebenen Zeitintervall unter Einhaltung gewisser Einschriankungen. Im Folgenden
wird das RCPSP angelehnt an [9] und [2] definiert, wobei wir die Definition in drei einzelne
Teile aufgliedern:

1. Problem
2. Losung
3. Optimalitéat

Der erste Teil definiert das RCPSP mit seinen einzelnen Komponenten.

Definition 1. Ein Resource-constrained project scheduling problem (RCPSP) ist ein 7-Tupel
SP = (D,[n],e], R, p,r¢, V) mit



D € N ist der Zeit-Horizont.

[n] ist die Menge der Aktionen mit n € Noo [

[e] ist die Menge der erneuerbaren Ressourcen mit e € N.

R € N¢ ist ein Vektor R® = (RS, ..., RS), wobei R mit k € [e] das maximale Vorkom-
men der Ressource k angibt.

p € N™ ist ein Vektor p = (p1, ..., pn), wobei p; mit ¢ € [n]| die Bearbeitungszeit fir die
Aktion 7 angibt.

r¢ € N™€ ist eine (n x e)-Matrix, wobei 74| mit i € [n] und k € [e] die bendtigte
Anzahl an Einheiten der Ressource k fiir die Aktion ¢ angibt.

V C ([n] x[n]) ist die Vorgdngerrelation der Aktionen. Fiir diese gelte dabei, dass keine
Folge i1, ...,i; mit k > 2 und (ij,4;41) € V fur alle j € [k — 1] existiert, sodass i; = i.

Das RCPSP besteht also grundsétzlich aus Aktionen und Ressourcen, wobei Erstere eine
Bearbeitungsdauer und eine festgelegte Anzahl an bendtigten Ressourcen haben. Zusétzlich
existieren vorgegebene Reihenfolgen zwischen ihnen. Letztere hingegen haben ein maximales
Vorkommen. Mit Hilfe dieser Komponenten lésst sich nun auch festlegen, wie eine Losung
des Problems auszusehen hat.

Definition 2. Gegeben sei ein RCPSP SP = (D, [n], [e], R, p,r¢, V), dann ist ein Vektor
S € N dessen Eintrige die Startzeiten der Aktionen in [n] angeben, eine zuldssige Lisung
bzw. ein zuldssiger Schedule von SP, wenn gilt:

e Alle Aktionen werden innerhalb des Zeithorizonts D gestartet, also S; < D fiir alle
i € [n].

e Die Vorgéangerrelation V' wird eingehalten, also fiir alle (7,7) € V: S; +p; < Sj.

e Die Ressourcen-Kapazitat wird nicht tiberschritten. Fir alle ¢ € {0,..., D} sei dazu
Ay = {i € [n]|(t > Si) A (Si +p; > t)} die Menge aller Aktionen 4, die zu einem
Zeitpunkt ¢ aktuell durchgefithrt werden. Nun muss fiir alle k£ € [e],t € {0,...,D}
gelten, dass >4, 75, < RY.

Eine zulassige Losung ist also eine Zuordnung von Aktionen zu Startzeitpunkten innerhalb
des Zeithorizonts, sodass die zeitlichen Reihenfolgen, welche durch die Vorgéngerrelation
gegeben sind, eingehalten und die Ressourcen-Kapazitaten nicht iiberschritten werden. Zu
beachten ist dabei, dass die Ressourcen erneuerbar sind, d.h. die Aktionen verwenden diese
zwar entsprechend ihrer Bedarfe, sie sind nach der jeweiligen Bearbeitungsdauer allerdings
wieder verfiigbar.

In Definition [1| werden ,Kreise“ innerhalb der Vorgangerrelation ausgeschlossen. Ware dies
nicht der Fall, wire es zum Beispiel moglich, dass fur zwei Aktionen i, j gilt, dass (¢,j) € V

2Die Schreibweise [n] sei dabei und im Folgenden definiert als die Menge von natiirlichen Zahlen {1,...,n}
3Im Verlauf dieser Arbeit werden bei Mehrfachindizierung die einzelnen Indizes nur dann mit Komma
getrennt, wenn dadurch Mehrdeutigkeiten vermieden werden.



und (j,7) € V. Betrachtet man die Einschrankungen fiir zuldssige Losungen eines RCPSP,
dann féllt auf, dass in einem solchen Fall dann nur eine Losung existiert, falls p; = p; = 0,
weil ansonsten kein Schedule existiert, der die Vorgangerrelation einhéalt. Dieser Spezialfall
scheint zum einen aus Anwendungsperspektive nicht besonders sinnvoll zu sein, denn Aktio-
nen, die unmittelbar nach ihrem Start erledigt sind, bediirfen keiner besonderen Planung.
Zum Anderen fithrt dieser Spezialfall im spéteren Verlauf der Arbeit im Kontext der Kon-
struktion (siehe zu Problemen. Aus diesen beiden Griinden werden ,Kreise“ in
der Vorgangerrelation ausgeschlossen.

Betrachtet man noch einmal die Definitionen [I] und [2, dann sieht man leicht, dass mehrere
Losungen fiir ein RCPSP existieren konnen. Um also die Einschatzung der Qualitat dieser
Losungen zu ermoglichen, wird im Folgenden ein Optimalitétskriterium eingefithrt, welches
der Zielfunktion entspricht, die bereits in der Einleitung erwéhnt wurde.

Definition 3. Gegeben seien ein RCPSP SP = (D, [n], [e], R, p,7¢, V) und ein zuldssiger
Schedule S von SP, dann ist S optimal, wenn die benétigte Zeit Cor = max{C;|i € [n]}
mit C; = §; + p; minimal ist unter alle zuldssigen Schedules von SP.

Ein zuldssiger Schedule eines RCPSP ist also optimal, wenn die Zeit bis zur Beendigung der
letzten Aktion minimal ist. Zu beachten ist, dass dieses Optimalitatskriterium nur eine von
vielen Moglichkeiten ist (siehe auch [9]).

Bevor im Folgenden das RCPSP anhand eines Beispiels anschaulich erlautert wird, sei der
Vorgangerrelationen-Graph eines RCPSP definiert als ein gerichteter Graph G([n], V). Die
Knoten von G stellen also die Aktionen dar, wobei eine Kante zwischen zwei Knoten 4, j € [n]
von 4 nach j genau dann existiert, wenn (i,5) € V.

Beispiel 1. Sei also [7] die Menge der Aktionen, [4] die Menge der Ressourcen und D = 30
der Zeit-Horizont. Die Vorgéangerrelation sei gegeben durch Abbildung [1}

& ©
Q

Abbildung 1: Vorgangerrelation zu Beispiel



Die Vorkommen der Ressourcen und Bearbeitungszeiten sowie Ressourcenbedarfe der Ak-
tionen sind gegeben durch die Tabellen [T] und 2]

Ressourcen ‘ 1 2 3 4
Vorkommen ‘ 10 30 50 &0

Tabelle 1: Vorkommen der Ressourcen in Beispiel

Aktionen 1 2 3 4 5 6 7
Bearbeitungszeit 5 3 2 10 2 4 12
Verbrauch Ressource 1| 0 10 0 10 0 10 O
2120 0 0 0 0 15 0

310 0 30 0O 30 40 O

410 0 0 8 O 0 80

Tabelle 2: Bearbeitungszeiten und Ressourcenbedarfe der Aktionen in Beispiel

Betrachtet man die Vorgéangerrelation des Beispiels, dann féllt auf, dass die Aktionen 2, 4 und
7 prinzipiell zum Zeitpunkt 0 gestartet werden konnten, weil diese Aktionen keine Vorganger
haben. Allerdings kénnen die Aktionen 2 und 4 nicht beide gleichzeitig zu Zeitpunkt 0
gestartet werden, weil beide jeweils 10 Einheiten von Ressource 1 benotigen und diese nur
ein Vorkommen von 10 Einheiten hat.

o1]2]3]4]5]6]|7]|8]9]1011]12[13[14]15]16]17]18]19]20]21|22]23|24]25

Aktion 2

Aktion 4 |

Aktion 3 ]
Aktion 7
Aktion 1 ]

Aktion 5 ]

Aktion 6 | o |:]

Abbildung 2: Schedule zu Beispiel

10



Ebenso kénnen Aktion 4 und 7 nicht zeitgleich aktiv sein, da diese mit 80 Einheiten jeweils
das komplette Vorkommen von Ressource 4 bendtigen. Ein potentieller zuldssiger Schedule
startet also zum Beispiel mit Aktion 2. Nach Beendigung dieser kann die Aktion 1 gestartet
werden, weil dann die Vorgéangerrelation erfillt ist. AuBerdem kann Aktion 4 gestartet wer-
den, da die Ressource 1 nicht mehr von Aktion 2 belegt wird. Weil die Aktionen 1 und 4 keine
gemeinsamen Ressourcenbedarfe haben, konnen sie sogar Parallel gestartet werden, sobald
Aktion 2 beendet ist, also zu Zeitpunkt 3. Abbildung [2] zeigt einen kompletten zuldssigen
(nicht zwangslaufig optimalen) Schedule zu Beispiel

2.2 Modes

In den bisher eingefiihrten Definitionen ist die Bearbeitungszeit p; einer Aktion ¢ konstant. Es
sind aber Anwendungsfélle denkbar, in denen eine Aktion schneller ausfithrbar ist, wenn mehr
Ressourcen verwendet werden. Nehmen wir zum Beispiel an, ein Hausbau soll als RCPSP
modelliert werden, wobei das Legen des Fundamentes eine Aktion und Arbeitskréfte eine
Ressource sind, dann ist leicht vorstellbar, dass das Legen des Fundamentes weniger Zeit
benoétigt, wenn mehr Arbeitskrifte daran beteiligt sind. Um also solche Sachverhalte zu
modellieren, wird das RCPSP im Folgenden um das Konzept der Multiple Modes erweitert.
Die Definition orientiert sich dabei an [7].

Definition 4. Ein RCPSP mit Multiple Modes ist ein 8-Tupel
SPM = (D, [n], [e], R, M,p,r¢, V)
mit
e D, [n], [e], R° und V sind wie in Definition [I| gegeben.

o M € N, ist ein Vektor M = (M, ..., M,), wobei M; mit i € [n] die Anzahl der ver-
fiigharen Modi fiir die Aktion ¢ angibt. Sei im Folgenden M,,,, der Wert des Eintrages
von M mit dem maximalen Wert.

o p € NVMmaz igt eine (n X M., )-Matrix, wobei py, mit i € [n] und m € [M;] die
Bearbeitungszeit von Aktion ¢ in Modus m angibt. Die restlichen Werte der Matrix
sind fiir das Problem nicht relevant und seien mit oo belegt.

o r¢ € N Mmas st eine (n X e X Mya,)-Matrix, wobei 7%, mit i € [n], k € [¢] und
m € [M;] die bendtigte Anzahl an Einheiten der Ressource k fiur die Aktion i im Modus
m angibt. Die restlichen Werte der Matrix sind fiir das Problem nicht relevant und
seien mit co belegt.

Das RCPSP mit Multiple Modes erweitert also die Grundform des RCPSP um Modi fir
die Aktionen, in denen diese ausgefithrt werden kénnen. Fithrt man sich die Definition eines
zuldssigen Schedules fiir die Grundform des RCPSP vor Augen, dann fillt auf, dass diese
nicht mehr ohne Weiteres anwendbar ist, denn Ressourcenbedarfe und Bearbeitungszeiten
héngen nun auch von den Modi ab, in denen die Aktionen ausgefithrt werden. Ein zulassiger
Schedule fiir ein RCPSP mit Multiple Modes besteht also nicht nur aus einer Zuordnung
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der Aktionen zu Startzeitpunkten, sondern ordnet die Aktivitdten ebenfalls den Modi zu, in
denen sie ausgefithrt werden. Dabei bleiben die restlichen Restriktionen analog zu Definition

Definition 5. Gegeben sei ein RCPSP mit Multiple Modes SPM = (D, [n], [e], R¢, M,p,r¢, V).
Ein Tupel (S, m) mit S, m € N wobei die Eintriage von S die Startzeiten der Aktionen und
die Eintrdge von m die Modi der Aktionen angeben, ist eine zuldssige Lésung bzw. ein
zuldssiger Schedule von SPM, wenn gilt:

e Alle Aktionen werden innerhalb des Zeithorizonts D gestartet, also S; < D fiir alle
i € [nl.

e Es werden nur tatsichlich vorhandene Modi verwendet, also m; < M; fir alle i € [n].
e Die Vorgéangerrelation V' wird eingehalten, also S; + pi,, < S; fiir alle (i,5) € V.

e Die Ressourcen-Kapazitdt wird nicht iiberschritten. Fur alle ¢ € {0,..., D} sei dazu
Ay ={i € [n]|t > SiAS;+pim,; < t} die Menge aller Aktionen i, die zu einem Zeitpunkt
t durchgefiihrt werden. Nun muss gelten: V& € [e], £ € {0,..., D} : Yica, Tim, < Ii-

Die Optimalitéit einer solchen Losung wird analog zu Definition [3| definiert.

Definition 6. Gegeben seien ein RCPSP mit Multiple Modes
SPM = (D, [n],[e], M, R, p, 7, V)

und ein zulassiger Schedule (S, m) von SPM, dann ist (S,m) optimal, wenn die bendétigte
Zeit Cyrap = max{C;|i € [n]} mit C; = S; + pim, minimal ist unter alle zuléssigen Schedules
von SPM.

Beispiel 2. Um Beispiel [Ilum Modi zu erweitern, muss zu jeder Aktion angegeben werden,
welche Modi es gibt. Auflerdem miissen Bearbeitungszeiten und Ressourcenbedarfe in Ab-
héngigkeit der Modi angegeben werden. Wie in Beispiel [1)ist [7] die Menge der Aktionen, [4]
die Menge der Ressourcen und D = 30 der Zeithorizont. Auflerdem seien die Vorgéangerrela-
tion sowie Ressourcenvorkommen weiterhin durch Abbildung [I] bzw. Tabelle [I] gegeben.
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Modus Bearbeitungszeiten und Ressourcenbedarfe

Aktionen 1 2 3 4 5 6 7
Bearbeitungszeit 5 3 2 10 2 4 12

1 Verbrauch Ressource 1| 0 10 0 10 0 10 O
2120 0 0 0 0 15 O

310 0 30 0 30 30 O

410 0 0 8 0 0 80

Aktionen 3 4 6 7
Bearbeitungszeit 3 12 8§ 18

9 Verbrauch Ressource 1 0 10 10 0
2 0 0 15 0

3 20 0 15 0

4 0 40 0 40

Tabelle 3: Bearbeitungszeiten und Ressourcenbedarfe der Aktionen in verschiedenen Modi
aus Beispiel

Die Bearbeitungszeiten und Ressourcenbedarfe in Abhéngigkeit von den Modi seien nun
gegeben durch Tabelle[3] wobei sie fiir Modus 1 den Werten aus vorigem Beispiel entsprechen.
Anders als im vorherigen Beispiel haben die Aktionen 3, 4, 6 und 7 nun einen weiteren Modus
mit anderen Bearbeitungszeiten und Ressourcenbedarfen.

Eine Losung dieses Beispieles muss zusétzlich zu den Startzeitpunkten der einzelnen Aktio-
nen auch angeben, in welchem Modus die Aktionen ausgefithrt werden sollen. Die Aktionen
1,2 und 5 haben dabei nur einen Modus und erfordern insofern keine Angabe. Betrachtet
man die Aktionen 4 und 7, dann fillt auf, dass diese beiden Aktionen in Modus 1 nach-
einander ausgefithrt werden miissen, weil beide in Modus 1 jeweils das gesamte Vorkommen
von Ressource 4 bendtigen. In Modus 2 benétigen beide Aktionen jeweils nur die Hélfte des
Vorkommens der Ressource, allerdings eine langere Bearbeitungszeit. Weil Aktion 7 schon
zu Zeitpunkt 0 gestartet werden kann, wenn beide Aktionen im Modus 2 ausgefiihrt werden,
ist Modus 2 in diesem Fall die bessere Wahl. Die Aktionen 3 und 6 kénnen in Modus 2 eben-
falls parallel ausgefithrt werden. Allerdings verhindert die zeitliche Abhéngigkeit zwischen
den Aktionen 4 und 3 in Kombination mit erhohten Bearbeitungszeiten in Modus 2, dass
ein Vorteil aus der moglichen Parallelisierung gezogen werden kann. Abbildung [3| zeigt einen
zuldssigen Schedule fiir Beispiel 2]
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Aktion 2 (Mode 1)

Aktion 4 (Mode 2) |

Aktion 3 (Mode 1) ]

Aktion 7 (Mode 2) |

Aktion 1 (Mode 1) ]

Aktion 5 (Mode 1) [ ]

Aktion 6 (Mode 1) ]

Abbildung 3: Schedule zu Beispiel

Zu beachten ist, dass auch der Schedule aus Abbildung [2] keine Restriktionen des RCPSP
mit Multiple Modes verletzt und somit eine zulassige Losung fiir Beispiel [2| ist. Allerdings
benotigt der Schedule aus Abbildung [3| weniger Zeit zum Abarbeiten aller Aktionen und ist
somit ndher an einer optimalen Losung.

2.3 Nicht erneuerbare Ressourcen

Die bisherigen RCPSP Modelle stellen genau eine Modellierung von Ressourcen zur Verfii-
gung, in der diese von Aktionen verwendet und nach deren Bearbeitungsdauer freigegeben
werden. Diese Modellierung ist fiir einige Anwendungsfélle nicht besonders gut geeignet. Be-
trachten wir dazu noch einmal das Modell eines Hausbaus als RCPSP mit dem Legen des
Fundamentes als Aktion und Arbeitskraften als erneuerbare Ressource. Es erscheint durchaus
sinnvoll, dass die Arbeitskrafte, die fiir das Legen des Fundamentes benotigt werden, nach
Abschluss der Aktion wieder verfiigbar fir andere Aktivitdten sind. Méchte man nun aller-
dings den Beton, aus dem das Fundament gegossen wird, als Ressource modellieren, dann
ist dieser nach dem Legen des Fundamentes fest verbaut und sollte nicht mehr verfiighar
sein.

Um die Modellierung von Situationen dieser Art zu ermoglichen, wird im Folgenden eine wei-
tere RCPSP Variante definiert, die sogenannte nicht erneuerbare Ressourcen enthélt (siehe
dazu auch [7]).

Definition 7. Ein RCPSP mit Multiple Modes und nicht erneuerbaren Ressourcen ist ein
11-Tupel SPMN = (D, [n], [e], [v], R, R*, M, p,r¢,r", V) mit

14



(D, [n], e], R®, M, p,r¢,V) ist ein RCPSP mit Multiple Modes nach Definition [4]

[v] ist die Menge von nicht erneuerbaren Ressourcen mit v € N.

e RY € NVist ein Vektor R” = (RY, ..., R}), wobei Ry mit ¢ € [v] das maximal verfiigbare
Vorkommen von Ressource ¢ angibt.

o 1’ e N wxMmew st eine (n X v X Mpqg)-Matrix, wobei rf,, mit i € [n], ¢ € [v] und
m € [M;] die bendtigte Anzahl an Einheiten der Ressource ¢ fiir Aktion i im Modus m
angibt. Die restlichen Werte der Matrix sind fiir das Problem nicht relevant und seien

mit oo belegt.

In einer zulassigen Losung eines RCPSP mit Multiple Modes und nicht erneuerbaren Ressour-
cen diirfen dementsprechend insgesamt nicht mehr Einheiten einer erneuerbaren Ressource
verbraucht werden, als urspriinglich verfiighar sind.

Definition 8. Gegeben sei ein RCPSP mit Multiple Modes und nicht erneuerbaren Res-
sourcen SPMN = (D, [n], [e], [v], R¢, R", M, p,r¢,r", V). Ein Tupel (S, m) mit S, m € N" ist
ein zuldssiger Schedule von SPM N, wenn gilt:

e (S,m) ist eine zuldssige Losung fir das RCPSP mit Multiple Modes
SPM = <D7 [n]> [6]7 R®, M, p, e, V)

e Die Kapazitit der erneuerbaren Ressourcen wird nicht tiberschritten, also ¥q € [v] :
nopv < Rv
i=1"igm; — q-*
Das Hinzufligen der nicht erneuerbaren Ressourcen hat keinerlei Auswirkungen auf das Op-
timalitatskriterium fiir RCPSPs mit Multiple Modes, sodass dieses auch fiir Probleme mit
nicht erneuerbaren Ressourcen verwendet werden kann.

Beispiel 3. Seien Aktionen, Bearbeitungszeiten, Ressourcenvorkommen, Vorgangerrelation
und Ressourcenbedarfe wie in Beispiel 2] Allerdings sei nun Ressource 4 eine nicht erneuer-
bare Ressource. In Beispiel 2] wurde erldutert, dass die Abbildungen [2| und [3] jeweils zuléssige
Schedules darstellen. Ist nun 4 eine nicht erneuerbare Ressource, dann stellt Abbildung
keinen Schedule mehr dar, denn die Aktionen 4 und 7 verbrauchen jeweils 80 Einheiten der
Ressource. Da diese allerdings nur ein Vorkommen von 80 hat, wird dieses iiberschritten,
weil insgesamt 160 Einheiten verbraucht werden. Ware Ressource 4 nach wie vor erneuer-
bar, wiirde dies kein Problem darstellen, weil zu keinem Zeitpunkt mehr als 80 Einheiten
gleichzeitig verwendet werden.

2.4 Allgemeinere Vorgangerrelation

Mit der Vorgéangerrelation aus Definition (1| (bzw. lassen sich nur Einschrankungen der
Form S; + p; < S; fiir zwei Aktionen 4, j € [n] formulieren. In diesem Abschnitt wird ein
weiteres Konzept zur zeitlichen Restriktion der Startzeitpunkte zweier Aktionen (i,j) € V'
erlautert, das es ermdoglicht, den zeitlichen Abstand zwischen dem Beenden von Aktion ¢ und
dem Start von Aktion j einzuschrénken.

15



Zur Veranschaulichung dieses Konzeptes ziehen wir noch einmal das Hausbau-Beispiel her-
an. Seien mit dem Aufstellen der Wande und dem Platzieren eines Stiitzpfeilers nun weitere
Aktionen gegeben. Die beiden Aktivitdten miissen nach dem Legen des Fundamentes gest-
artet werden, was sich mit Hilfe der Vorgangerrelation modellieren lasst. Es ist allerdings
zu beachten, dass die Wénde erst aufgestellt werden konnen, wenn der Beton getrocknet
ist, sodass ein gewisser zeitlicher Abstand zwischen beiden Aktionen bestehen muss. Der
Pfeiler dagegen muss im fliissigen Beton platziert werden, sodass der Beton noch nicht ge-
trocknet sein darf und somit ein gewisser zeitlicher Abstand zwischen den Aktionen nicht
iiberschritten werden darf.

Das Konzept der Verzdgerungen, mit dem sich solche Situation modellieren lassen, wird in
der folgenden Definition angelehnt an [7] eingefiihrt.

Definition 9. Ein RCPSP mit Multiple Modes, erneuerbaren Ressourcen und Verzégerungen

A,

ist ein 13-Tupel SPM NV = (D, [n], [e], [v], R, RY, M,p,r¢,r",V,d,d) mit

e (D,[n],[e], [v], R¢, R", M,p,r¢ ", V) ist ein RCPSP mit Multiple Modes und erneuer-
baren Ressourcen.

e d € N™™ ist eine (n x n)-Matrix, wobei d;; mit ¢,j € [n] und (i,j) € V angibt, wie
viel Zeit zwischen dem Endzeitpunkt von ¢ und dem Startzeitpunkt von j mindestens
vergehen muss. Dieser Wert wird auch minimale Verzogerung zwischen i und j genannt.
Die restlichen Werte der Matrix sind fiir das Problem nicht relevant und seien mit oo
belegt

A

e d € N ist eine (n x n)-Matrix, wobei di; mit i,j € [n] und (i,j) € V angibt,
wie viel Zeit zwischen dem Endzeitpunkt von ¢ und dem Startzeitpunkt von 7 maximal
vergehen darf. Dieser Wert wird auch mazimale Verzégerung zwischen ¢ und j genannt.
Die restlichen Werte der Matrix sind fiir das Problem nicht relevant und seien mit oo
belegt.

o di; > dy; fiir alle (i,7) € V.

Zusatzlich muss auch die Definition einer zulassigen Losung um die Verzogerungen erweitert
werden, sodass eine solche weder minimale noch maximale Verzogerungen verletzt.

Definition 10. Gegeben sei ein RCPSP mit Multiple Modes, nicht erneuerbaren Ressourcen
und Verzogerungen SPMNV = (D, [n], [e], [v], R¢, R*, M,p,r¢,r",V,d,d). Ein Tupel (S, m)
mit S, m € N" ist ein zuldssiger Schedule von SPM NV | wenn gilt:

e (S,m) ist ein zuldssiger Schedule fiir das RCPSP mit Multiple Modes und nicht erneu-
erbaren Ressourcen SPMN = (D, [n], [e], [v], R¢, R”, M, p,r¢, ", V).

e Fir alle (7,7) € V wird die Vorgéngerrelation und die minimale Verzogerung eingehal-
ten, also V(i,7) € V 1 S; + p; + d;j < S

e Fir alle (i,7) € V wird die Vorgéngerrelation und die maximale Verzogerung einge-
halten, also V(i,5) € V : S; +p; + d;; > S
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Eine Aktion j kann nun also frithestens d;; und muss spatestens a@j Zeiteinheiten nach Been-
digung einer Vorgangeraktivitit ¢ gestartet werden. Die Optimalitat einer zuléssigen Losung
fiir ein RCPSP mit Multiple Modes, nicht erneuerbaren Ressourcen und Verzogerungen wird
wieder entsprechend Definition [0] definiert.

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden ausschliefSlich RCPSPs mit Multiple Modes, nicht
erneuerbaren Ressourcen und Verzégerungen betrachtet, die entsprechend Definition [9] defi-
niert sind, deshalb werden solche Probleme im Folgenden als RCPSP bezeichnet.

Beispiel 4. In diesem Beispiel wird das vorige um Verzogerungen ergianzt. Aktionen, Res-
sourcenvorkommen, Ressourcenbedarfe und Bearbeitungszeiten seien wie in Beispiel

[1,30]

[0, 30]
[0, 0] [0, 30]

[0,30] @ @
[0,0]
@

Abbildung 4: Vorgéngerrelation zu Beispiel

Die Vorgangerrelation wird nun um Verzégerungen erganzt. Dazu wird diese analog zu den
vorigen Beispielen als Graph dargestellt, dessen Kanten durch Beschriftungen der Form [z, y]
erganzt werden, wobei x der minimalen Verzogerung und y der maximalen Verzogerung
entspricht. Abbildung [ zeigt diesen Graph.

Nachdem die neue Vorgéngerrelation aus Abbildung [4] hinzugefiigt wurde, stellt die Losung
zu Beispiel [3] die in Abbildung [3] zu sehen ist, keinen zulédssigen Schedule mehr dar. Zum
einen wird in diesem Schedule die Aktion 3 erst mehrere Zeiteinheiten nach Beendigung von
Aktivitdt 1 gestartet, was gegen die maximale Verzogerung zwischen den Aktionen 1 und 3
verstoBt. AuBerdem wird Aktion 5 unmittelbar nach Beendigung von Aktivitdt 1 gestartet,
was gegen die minimale Verzogerung zwischen den beiden Aktionen verstoft. Abbildung
zeigt einen aktualisierten Schedule, der diese Aspekte berticksichtigt.

Weil Aktion 3 unmittelbar nach dem Beenden der Aktionen 1 und 4 gestartet werden muss,
miissen die Aktionen 1 und 4 zum gleichen Zeitpunkt authoéren. Aktion 5 wird nun erst eine
Zeiteinheit nach Beendigung von Aktion 1 gestartet. Weil die beiden Aktionen 4 und 5 nun
nicht mehr parallel ausgefithrt werden kénnen, wird in diesem Schedule Aktion 3 in Modus
2 gestartet, damit die Aktionen 3 und 5 parallel ausgefiihrt werden kénnen.
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Aktion 2 (Mode 1)

Aktion 4 (Mode 2) | |

Aktion 1 (Mode 1) [

Aktion 3 (Mode 2)

Aktion 6 (Mode 1)

[ ]

Aktion 5 (Mode 1) [ ]
L ]

|

Aktion 7 (Mode 2)

Abbildung 5: Schedule zu Beispiel

3 Petri-Netze

Die von Carl Adam Petri in seiner Doktorarbeit entwickelten Petri-Netze (vgl. [14]) sind
ein Werkzeug, um nebenlaufige Systeme zu modellieren und zu analysieren. [12] bezeichnet
sie als graphisches und mathematisch fundiertes Tool, das sowohl in der Praxis, als auch
in der Theorie einsetzbar ist. Gerade die Mdoglichkeit auch parallele Systeme zu modellieren
(siehe auch [12]) erscheint in Hinblick auf das Ziel dieser Arbeit ein sehr ntitzlicher Aspekt
zu sein.

Wihrend die urspriinglichen Petri-Netze keine zeitlichen Abhéngigkeiten beinhalteten (vgl.
[3]), wurden mit der Zeit Erweiterungen dieser entwickelt, welche die originalen Petri-Netze
um zeitliche Aspekte ergdnzen (siche zum Beispiel [16]). Da Zeit gerade im Kontext von
Scheduling-Problemen eine grofie Rolle spielt, sind diese Erweiterungen fiir das Ziel dieser
Arbeit besonders relevant.

In diesem Kapitel werden zunéchst die klassischen Petri-Netze eingefithrt, bevor mit den
zeitbehafteten Petri-Netzen eine ausgewéhlte Erweiterung erlautert wird.

3.1 Klassische Petri-Netze

Wie bereits erwahnt, werden Petri-Netze verwendet, um Systeme zu modellieren, wobei sie es
unter anderem ermoglichen, drei Aspekte solcher Systeme zu beschreiben (siche auch [16]):
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1. Statische Struktur (Netze).
2. Zustande (Markierungen).
3. Zustandstberginge (Schalten).

Im Verlauf dieses Abschnittes werden anhand dieser drei Aspekte die klassischen Petri-Netze
formal eingefiihrt.

3.1.1 Netze

Zunéchst wird der erstgenannte Aspekt naher erlautert und die statische Struktur eines Petri-
Netzes eingefiihrt. Diese wird auch Netz genannt und im Folgenden nach [17] definiert.

Definition 11. Ein Netz ist 3-Tuple N = (P, T, F'). Dabei ist

e P die endliche Menge von Stellen
e 1" die endliche Menge von Transitionen

o FFC(PxT)U(T x P) die Flussrelation

Fiir die Mengen P und T gilt dabei TN P =0 und TUP # ()

Bei einem Netz handelt es sich um einen gerichteten Graphen, der Knoten in zwei unter-
schiedlichen ,Farben“ enthélt, wobei die Mengen P und T die verschieden geférbten Knoten
sind und F' die Menge der Kanten ist. Abbildung [0] zeigt ein Beispiel fiir die graphische Dar-
stellung eines Netzes, in der die Knoten aus P rund und die Knoten aus 7" eckig dargestellt
sind.
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Abbildung 6: Graphische Représentation eines Netzes

Nun bleibt noch die Frage offen, wie mit Hilfe von Netzen die statische Struktur eines Systems
modelliert werden kann. Um eine Intuition dafiir zu bekommen, hilft es, sich das Prinzip
der Dualitat von Petri-Netzen vor Augen zu fithren (vgl. [6]). Dieses Prinzip besagt, dass
passive Elemente der realen Welt (wie zum Beispiel Ressourcen und Bedingungen) mit Hilfe
von Stellen dargestellt werden, wahrend aktive Elemente der realen Welt (wie zum Beispiel
Aktionen und Events) mit Hilfe von Transitionen dargestellt werden.

Nehmen wir beispielsweise an, dass mit Stellen Ressourcen und mit Transitionen Aktionen
modelliert werden, dann bedeutet dies fiir Abbildung [0}, dass die Ressource, welche mit Stelle
s1 modelliert wird, notwendig ist, um die Aktion, welche durch Transition ¢; modelliert wird,
auszufithren. Durch das Ausfithren jener Aktion wird wiederum die Ressource verfiigbar,
die durch Stelle sy représentiert wird. Diese Intuition wird in Abschnitt formalisiert
werden. Zu beachten ist dabei, dass die Modellierung von Ressourcen und Aktionen lediglich
ein Beispiel fir die Anwendung von Netzen (bzw. auch Petri-Netzen) darstellt.

Vor diesem Hintergrund lasst sich auch verstehen, warum Transitionen nur Kanten zu Stellen
haben und umgekehrt. Grob beschrieben miissen Bedingungen erfiillt sein, damit Aktionen
durchgefithrt werden koénnen. Umgekehrt werden Bedingungen durch das Ausfithren von
Aktionen erfiillt.

Eine Erweiterung der Netze ist es, zusétzlich zur Netz-Struktur eine Gewichtungsfunktion
fir die Flussrelation anzugeben. Dahinter steckt die Idee, dass es zum Beispiel durchaus
niitzlich sein kann zu modellieren, dass eine Aktion mehrere Einheiten einer bestimmten
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Ressource benotigt bzw. produziert. Diese Erweiterung nennt sich gewichtetes Netz und
wird im Folgenden angelehnt an [6] definiert.

Definition 12. Ein gewichtetes Netz ist ein 4-Tuple N = (P, T, F, W) fir das gilt:
e (P, T,F) ist ein Netz.
o W: F — N, ist eine (Gewichtungs-) Funktion

Fir die graphische Darstellung hat dies zur Auswirkung, dass nun ein zweifach gefarbter,
gerichteter und gewichteter Graph vorliegt. Abbildung [7] zeigt die graphische Darstellung
eines gewichteten Netzes. Dabei wird fiir nicht beschriftete Kanten eine implizite Gewichtung
von 1 angenommen.

S1 tl

OB

S3 S4

.
5

O

S5

Abbildung 7: Graphische Reprasentation eines gewichteten Netzes
Nehmen wir wieder an, dass Stellen Ressourcen und Transitionen Aktionen modellieren,
dann bedeutet dies, dass jetzt die Aktion, welche durch Transition ¢; modelliert wird, zwei

Einheiten der Ressource, die durch s; reprasentiert wird, benotigt und vier Einheiten der
Ressource, welche durch Stelle s, modelliert wird, produziert.

3.1.2 Markierungen

Mit Hilfe von gewichteten Netzen ist es also moglich, die statische Struktur eines Systems
zu beschreiben. Wir haben zum Beispiel gesehen, dass es moglich ist zu modellieren, welche
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Aktionen und Ressourcen existieren und welche Zusammenhénge zwischen ihnen bestehen.
Dabei war es allerdings nicht moglich zu modellieren, wie viele Einheiten der Ressourcen,
die mit Hilfe von Stellen modelliert werden, vorliegen.

Um diese Liicke zu fiillen, werden nun Token eingefithrt. Jede Stelle kann eine Anzahl von
Token enthalten. Dabei realisiert die Anzahl der Token pro Stelle die Zustande eines gewich-
teten Netzes, welche auch Markierungen genannt werden. Formal ist eine solche Markierung
eine Abbildung, die jeder Stelle eine Anzahl an Token zuweist (vgl. [16]).

Definition 13. Sei N = (P, T, F,W) ein gewichtetes Netz. Dann ist eine Markierung von
N eine Abbildung m: P — N.

Ein gewichtetes Netz mit einer initialen Markierung ist ein Petri-Netz (vgl. [16]).
Definition 14. Ein Petri-Netz ist ein 5-Tuple PN = (P, T, F, W, mg) mit
e N =(P,T,F W) ist ein gewichtetes Netz

e mo: P — Nist die initiale Markierung von PN (auch Anfangsmarkierung genannt).

Auch die graphische Reprisentation von gewichteten Netzen kann um Markierungen erwei-
tert werden, wobei die Token einer Stelle durch schwarze ,Punkte® in eben dieser reprasen-
tiert werden, wie Abbildung [§| exemplarisch darstellt.

Kehrt man zum Beispiel aus den Abbildungen [6] und [7] zurtick, dann ist es mit Markierungen
moglich zu modellieren, wie viele Einheiten einer Ressource vorhanden sind. So wéren in der
Markierung, die in Abbildung [8] zu sehen ist, zum Beispiel 8 Einheiten der Ressource, die
durch Stelle s; repriasentiert wird, verfligbar.

Eine weitere Moglichkeit Markierungen eines Petri-Netzes zu notieren ist es, ohne Beschran-
kung der Allgemeinheit anzunehmen, dass die Stellen des Petri-Netzes durchnummeriert sind
und die Markierungen als Vektor zu notieren. Der Vektor reprasentiert dabei die Stellen des
Petri-Netzes und die Eintrige enthalten die Anzahl der Token in den jeweiligen Stellen. Im
Beispiel aus Abbildung [§| hat die erste Stelle acht, die dritte zwei und alle andere Stellen
haben keine Token, deshalb wére die Markierung M = (8,0, 2,0,0).
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Abbildung 8: Graphische Représentation eines Petri-Netz

3.1.3 Schalten

Im vorigen Abschnitt wurde ein Petri-Netz als gewichtetes Netz mit initialer Markierung ein-
gefithrt. Dieser Abschnitt widmet sich nun dem dynamischen Verhalten von Petri-Netzen.
Das dynamische Verhalten von Petri-Netzen wird realisiert, indem Markierungen unter be-
stimmten Regeln in Nachfolgemarkierungen iiberfithrt werden konnen. Ausgehend von der
initialen Markierung kann so das dynamische Verhalten eines Systems aus der realen Welt
modelliert werden.

GeméaB dem Prinzip der Dualitét [6] werden aktive Elemente der realen Welt mit Hilfe der
Transitionen modelliert. Dementsprechend ist auch das dynamische Verhalten von Petri-
Netzen an die Transitionen gekniipft. Diese konnen nach bestimmten Regeln schalten und
verandern dabei die Markierung des Petri-Netzes. Bevor im Folgenden erwidhnte Regeln
definiert werden, werden zunéchst einige Notationen eingefiihrt, die dafiir erforderlich sind.
Wie wir im weiteren Verlauf dieses Abschnittes sehen werden, verdndert eine Transition nur
die Stellen, mit denen sie direkt tiber eine Kante verbunden ist (siehe auch ,Prinzip der
Lokalitét“ in [6]). Die Auswirkungen des Schaltens unterscheiden sich dabei fiir Stellen, die
eine eingehende Kante von der Transition haben, und Stellen, die eine ausgehende Kante zur
Transition haben. Erstere werden als Vorstellen und Letztere als Nachstellen einer Transition
bezeichnet (vgl. |[17]). Die folgende Definition fithrt Vorstellen und Nachstellen formal nach
[17] ein. Die restlichen Aspekte des Schaltens werden orientiert an [16] eingefiihrt.
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Definition 15. Seien PN = (P, T, F, W, my) ein Petri-Netz und ¢ € T eine Transition. Dann
heif3t:

e °t:={pe P|(pt) € F} die Menge der Vorstellen von t.
o t*:={pe P|(tp) € F} die Menge der Nachstellen von t.

Wenn nun eine Transition schaltet, dann entfernt sie Token aus ihren Vorstellen und fiigt
ihren Nachstellen Token hinzu. Die Anzahl der Token, die entfernt bzw. hinzugefiigt werden,
entspricht dabei den jeweiligen Kantengewichten. Um die Verdnderung einer Markierung
nach dem Schalten einer Transition besser beschreiben zu kénnen, werden nun einige Abbil-
dungen eingefiihrt.

Definition 16. Seien PN = (P, T, F, W, my) ein Petri-Netz und ¢ € T eine Transition. Dann
seien t~, tT und At definiert durch:

{ Wi(p,t) ,falls (t,p) € F

e t—: P— Nymit ¢t (p) := 0 const

fir alle p € P.
W(t,p) ,falls (p,t) € F

0 sonst fir alle p € P.

o t7: P — Ny mit t7(p) := {
e At: P — Ny mit At(p) :=tT(p) —t~(p) fir alle p € P.

Mit Hilfe der definierten Funktionen lassen sich nun Schaltregeln und Schaltverhalten von
Petri-Netzen definieren. Dabei entspricht die Schaltregel der Intuition, dass eine Transition
nur schalten kann, wenn ausreichend Token in ihren Vorstellen vorhanden sind.

Definition 17. Seien PN = (P, T, F,W, mg) ein Petri-Netz, m eine Markierung dieses Net-
zes und ¢t € T eine Transition. ¢ heifit m-aktiviert (Notation: m [t >), wenn ¢t~ < m/[]]

Betrachtet man zum Beispiel die Markierung m, welche in Abbildung [§| zu sehen ist, dann
gilt m [t; >, denn ¢; hat genau die Vorstelle s; und es gilt t7 (s1) =2 < 8 = m(s;). Es gilt
aber nicht m [ty >, denn ¢5 (s2) = 1 € 0 = m(sa).

Eine Transition darf also in einer Markierung m eines Petri-Netzes PN schalten, wenn sie
m-aktiviert ist, wobei das Schalten PN in eine neue Markierung tiberfithrt. Entsprechend des
Prinzips der Lokalitét verandert sich dabei nur die Zahl der Token in Vor- und Nachstellen
der Transition. Die folgende Definition konkretisiert dies.

Definition 18. Seien PN = (P, T, F,W, mg) ein Petri-Netz, m eine Markierung dieses Net-
zes und t € T eine Transition mit m[t >, dann kann ¢ von m nach m’ = At + m schalten
(Notation m [t > m’)[]

4Dabei gelte a < b fiir zwei Abbildungen a,b: D — N genau dann, wenn a(d) < b(d) fiir alle d € D. Die
anderen Vergleichsoperationen zwischen Abbildungen seien analog definiert.

SDabei sei die Summe ¢ zweier Abbildungen a,b: D — N definiert als ¢: D — N mit ¢(d) = a(d) + b(d) fiir
alled € D.
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Fir die Markierung m, die in Abbildung zu sehen ist, gilt m [t; >, weshalb ¢; in m schalten
kann. Abbildung [9] zeigt Markierung m’, die durch das Schalten von Transition ¢; entstanden

ist.
S1 tl
[ X X ]
Gy

@g

t3 ty

[]

O

S5
Abbildung 9: Das Petri-Netz aus Abbildung 8| nach dem Schalten der Transition t;

Wir haben also gesehen, unter welchen Bedingungen ein Petri-Netz eine Markierung in eine
Folgemarkierung iiberfithren kann. Fiihrt man sich erneut vor Augen, dass die Markierungen
von Petri-Netzen zur Modellierung von Systemen dienen, dann erscheint die Frage, ob ein
bestimmter Zustand dieses Systems auftreten kann, hochst relevant zu sein. Gehen wir zum
Beispiel davon aus, dass ein Softwaresystem modelliert wird, dann ist es wiinschenswert zu
wissen, ob eine Markierung, die einen fehlerhaften Zustand reprasentiert, auftreten kann.

Wie wir spéater bei der Modellierung eines RCPSP sehen werden, existiert dort eine Markie-
rung, die reprasentiert, dass jenes vollstdndig abgeschlossen wurde. In dem Zusammenhang
ist dann ebenfalls von Interesse, ob diese Markierung auftreten kann.

Eine zentrale Frage im Zusammenhang der Analyse von Petri-Netzen ist also die, ob eine
gegebene Markierung m in einem Petri-Netz PN ausgehend von der Anfangsmarkierung
erreichbar ist. Die folgenden Definitionen dienen dazu, den Begriff der Erreichbarkeit zu
préazisieren. Zunachst wird der Begriff der Schaltfolge induktiv definiert.

Definition 19. Seien PN = (P, T, F,W,my) ein Petri-Netz, m, m’ Markierungen von PN
und w =ty - - - t,, eine Folge von Transitionen. Dann heifit w eine Schaltfolge von m nach m’
(Notation: m[ty - - - t,, > m/), falls gilt:
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e =mfirn=0

e m [ty -t,1 >m" [t, >m fir eine Markierung m” und n > 0.

In den Abbildungen [§{ und |§] haben wir bereits gesehen, dass mq [t; > m/ fiir die Markierung
m' = (6,4,2,0,0) gilt. AuBerdem sieht man leicht, dass m’ [t > m” fir die Markierung
m” = (6,3,3,1,0) gilt. Demnach gilt auch myq [t;to > m”.

Mit Hilfe von Definition [19|14sst sich nun der Begriff der Erreichbarkeit definieren.

Definition 20. Seien PN = (P, T, F,W,my) ein Petri-Netz und m,m’: P — N Markierun-
gen von PN. Die Markierung m’ heifit erreichbar ausgehend von m, falls Jw € T* : m [w >

m'. [l
Die Menge aller Markierungen von PN, die ausgehend von m erreichbar sind, ist definiert
als Rpx(m) = {m’ | m [* > m/}.[]

Die Menge aller Markierungen, die in PN erreichbar sind, ist definiert als R(PN) = Rpn(my).

3.2 Petri-Netze und Zeit

Das Ziel dieser Arbeit ist es, RCPSPs mit Hilfe von Petri-Netzen zu modellieren, sodass diese
zur Analyse des urspriinglichen Scheduling-Problems verwendet werden kénnen. Wir haben
gesehen, dass ein Anwendungsfall von Petri-Netzen ist, Ressourcen und Aktionen zu model-
lieren. Wie der weitere Verlauf der Arbeit zeigen wird, lassen sich die bisher eingefithrten
Konzepte auch dazu verwenden, Ressourcen-bedingte Einschrankungen sowie bestimmte Rei-
henfolgen zwischen Aktionen zu modellieren. Aulerdem kann das Erreichbarkeits-Problem
zur Analyse herangezogen werden.

Andere Aspekte von Scheduling-Problemen lassen sich mit Hilfe der bereits eingefiihrten
Petri-Netze nicht ohne Weiteres modellieren. So gibt es zum Beispiel keine Moglichkeit das
Schalten einer Transition zeitlich zu beschranken, um die Bearbeitungszeiten in Scheduling-
Problemen zu modellieren. Zudem ist nicht offensichtlich, ob und wie Verzogerungen model-
liert und mogliche Startzeitpunkte analysiert werden kénnen. Aus diesen Griinden wird in
diesem Kapitel eine Moglichkeit eingefiihrt, klassische Petri-Netze um zeitliche Abhéngig-
keiten zu erweitern.

Eine erste intuitive Moglichkeit, Zeit in das Petri-Netz-Modell mit einzubeziehen ist es, jeder
Transition eine Dauer zuzuweisen, die sie benotigt, um zu schalten. Dieses Prinzip wird zum
Beispiel in Timed Petri-Nets verwendet (vgl. [16]). Eine weitere Moglichkeit ist es, jeder
Transition ein Zeitintervall zuzuweisen, in dem die Transition schalten muss. Dieses Prinzip
wird zum Beispiel in zeitbehafteten Petri-N etzenﬁ verwendet (vgl. [16]). Auf dem ersten Blick
erscheint ersteres Prinzip moglicherweise besser geeignet zu sein, um Scheduling-Probleme
zu modellieren, weil sich die Dauer einer Transition relativ leicht mit der Bearbeitungszeit

6w € T* bedeutet, dass w eine beliebige (mdglicherweise leere) Konkatenation von Transitionen aus 7T ist.
"% ist in diesem Kontext eine beliebige (moglicherweise leere) Konkatenation von Transitionen.
8Im Englischen Time Petri-Nets
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einer Aktion in Verbindung bringen lasst. Im Prinzip sind allerdings beide Modelle geeig-
net, um Scheduling-Probleme zu modellieren. Tatséchlich haben beide Modelle die gleiche
Ausdrucksmaéchtigkeit und sind jeweils Turingméchtig (vel. [16]).

Wie allerdings bereits in der Einleitung erwahnt wurde, existieren einige Analysetechniken
fir zeitbehaftete Petri-Netze (siehe zum Beispiel [16] und [4]), die auch fiir die Analyse
von Scheduling-Problemen genutzt werden kénnten. Um diese Anwendung zu erméglichen,
werden in dieser Arbeit zeitbehaftete Petri-Netze zur Modellierung verwendet. Diese werden
im Folgenden orientiert an [16] eingefiihrt.

3.2.1 Zeitbehaftete Petri-Netze

Zeitbehaftete Petri-Netze erweitern Petri-Netze nach Definition [14], indem fiir jede Transition
t ein Intervall [a;, b;] angegeben. Die Bedeutung dessen ist, dass eine Transition frithestens a,
Zeiteinheiten nachdem sie aktiviert wurde schalten kann und spéatestens b; Zeiteinheiten nach
Aktivierung schalten muss, sofern sie dann immer noch aktiviert ist. Die formale Definition
nach [16] lautet wie folgt.

Definition 21. Ein zeitbehaftetes Petri-Netz ist ein 6-Tupel Z = (P, T, F, W, my, I), sodass
gilt:

e das Tupel S(Z) = (P, T, F, W, my) ist ein Petri-Netz und wird Skelett von Z genannt.

o [:T — Ny x (NygUoo), sodass fiir alle t € T gilt, dass I(t) = (eft(t),lft(t)) = eft(t) <
1fe(t) P}

Definition [I4] wurde also um eine Abbildung ergénzt, die jeder Transition die Grenzen eines
Zeitintervalls zuweist, wobei diese Grenzen natiirliche Zahlen sind bzw. im Falle der oberen
Grenze eine natiirliche Zahl oder positiv Unendlich. Wie bereits angemerkt, muss eine Tran-
sition schalten, wenn die Zeiteinheiten entsprechend der oberen Intervall-Grenze vergangen
sind. Soll fiir eine Transition keine solche Restriktion existieren, kann positiv Unendlich als
hintere Intervall-Grenze gewéhlt werden.

Abbildung [10| zeigt die graphische Darstellung eines zeitbehafteten Petri-Netzes, wobei die
Zeitintervalle der Transitionen in eckigen Klammern angegeben sind.

Die Intervallgrenzen kénnten dabei prinzipiell auch als rationale Zahlen vorliegen. Laut [16]
haben zeitbehaftete Petri-Netze, die nur nattrliche Zahlen (sowie positiv Unendlich) als
Grenzen der Intervalle verwenden, allerdings die gleiche Ausdrucksméchtigkeit wie solche,
die rationale Zahlen als Intervallgrenzen verwenden. Weil deshalb einige Analyseverfahren
fiir zeitbehaftete Petri-Netze nur natiirliche Zahlen als Intervallgrenzen einbeziehen, werden
in dieser Arbeit nur zeitbehaftete Petri-Netze betrachtet, die Intervall-Funktionen der Form
I:T — Ny x (NgUoo) haben.

Die bisher eingefithrten Definitionen betreffen die statischen Aspekte von zeitbehafteten
Petri-Netzen. Um deren Verhalten vollstandig zu definieren, werden analog zu
Markierungen und Schaltregeln eingefiihrt.

Yeft und Ift sind dabei die Abkiirzungen fiir earliest firing time bzw. latest firing time
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Abbildung 10: Graphische Darstellung eines zeitbehafteten Petri-Netzes

3.2.2 Markierungen und Zustande

Zeitbehaftete Petri-Netze unterscheiden sich von klassischen Petri-Netzen dadurch, dass jede
Transition nach ihrer Aktivierung nur in einem gegebenen Zeitintervall schalten kann und
sogar schalten muss. Der Zustand eines zeitbehafteten Petri-Netzes ist also nicht mehr alleine
durch die Verteilung der Token auf die Stellen definiert, sondern vielmehr muss fiir jede
Transition bekannt sein, wie viel Zeit seit Aktivierung dieser Transition vergangen ist. Zu
diesem Zweck unterscheidet man bei zeitbehafteten Petri-Netzen zwischen p-Markierungen
und t-Markierungen, wobei p-Markierungen den Markierungen von klassischen Petri-Netzen
aus Definition entsprechen. Im Folgenden werden beide Arten von Markierungen und
Zustande nach definiert.

Definition 22. Sei Z = (P, T, F, W, my, I) ein zeitbehaftetes Petri-Netz. Eine p-Markierung
von Z ist eine Abbildung m : P — N.

Wahrend p-Markierungen wie gehabt angeben, wie viele Token in den einzelnen Stellen
vorhanden sind, weisen ¢-Markierungen jeder Transition die Zeit zu, die seit Aktivierung der
Transition vergangen ist.
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Definition 23. Sei Z = (P, T, F, W, mq, I) ein zeitbehaftetes Petri-Netz. Eine t-Markierung
von Z ist eine Abbildung h : T — R U {#}.

Zu beachten ist dabei, dass auch Transitionen vorliegen konnen, die nicht aktiviert sind. Fir
diese existiert dann keine Zeit, die seit ihrer Aktivierung vergangen ist, deshalb wird der
Wert # fiir solche Transitionen verwendet.

Der Zustand eines zeitbehafteten Petri-Netzes setzt sich aus einer p- sowie einer t-Markierung
zusammen.

Definition 24. Seien Z = (P, T, F, W, my, I) ein zeitbehaftetes Petri-Netz, m eine p-Markierung
und A eine t-Markierung von Z. Ein Tupel (m, h) ist ein Zustand von Z, wenn gilt:

L. (t7&L€m)=h(t)=#firaleteT
2. (t- <m)= (h(t) e RF Ah(t) <Ift(t)) firallet € T

Definition [24] besagt, dass ein solches Tupel aus p- und t-Markierung nur dann einen Zustand
darstellt, wenn es zwei Einschrankungen erfiillt. Erstere bezieht ein, dass fiir nicht aktivierte
Transitionen keine Anzahl von Zeiteinheiten existiert, die seit Aktivierung der Transitionen
vergangen ist, weshalb die t-Markierung sie auf den Wert # abbilden muss. Die zweite
Bedingung sorgt dafiir, dass keine Zustdnde existieren, in denen eine Transition innerhalb
ihres Zeitintervalls nicht geschaltet hat.

Der initiale Zustand eines zeitbehafteten Petri-Netzes sei dabei wie folgt definiert:

Definition 25. Sei Z = (P, T, F, W, my, I) ein zeitbehaftetes Petri-Netz, dann ist der initiale
Zustand zy von Z definiert als:

0 , fallst= < myg

zZ0 — (mo, ho) mit ho(t) = { # falls +— ﬁ mo VteT

Abbildung zeigt einige graphische Darstellungen von zeitbehafteten Petri-Netzen. Die
Beschriftung innerhalb der Transitionen sei dabei die Darstellung der ¢t-Markierung im ak-
tuellen Zustand. Die linke graphische Darstellung ist dabei kein Zustand eines zeitbehafte-
ten Petri-Netzes, denn %, ist nicht aktiviert und miisste daher mit # beschriftet sein. Die
mittlere graphische Darstellung ist ebenfalls kein Zustand eines zeitbehafteten Petri-Netzes,
denn Ift(t3) < h(t3). Die rechte Darstellung zeigt einen Zustand eines zeitbehafteten Petri-
Netzes.
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Abbildung 11: ,Legale“ und ,illegale* Zustande eines zeitbehafteten Petri-Netzes.

3.2.3 Schalten und Ablauf von Zeit

Nachdem Zustande von zeitbehafteten Petri-Netzen definiert wurden, wird in diesem Ab-
schnitt ihr dynamisches Verhalten thematisiert. Wahrend klassische Petri-Netze ihre Mar-
kierungen ausschliefflich durch das Schalten von Transitionen verandern, verédndert sich der
Zustand eines zeitbehafteten Petri-Netzes zusatzlich auch dadurch, dass Zeit vergeht.

Zunédchst betrachten wir allerdings das Schalten von Transitionen. In klassischen Petri-
Netzen kann eine Transition ¢ in einer Markierung m schalten, wenn sie m-aktiviert ist.
Auch in zeitbehafeten Petri-Netzen ist m-Aktivierung identisch definiert.

Definition 26. Sei Z = (P, T, F,W, mg, I) ein zeitbehaftetes Petri-Netz im Zustand z =
(m, h). Eine Transition ¢t € T ist m-aktiviert in Z, wenn sie m-aktiviert in S(2) = (P, T, F, W,
my) ist.

Damit eine Transition schalten kann, muss neben der Aktivierung auch eine zeitliche Bedin-
gung erfiillt sein. Wie bereits angedeutet wurde, darf eine Transition ¢ nur schalten, wenn
seit ihrer Aktivierung mindestens eft(t) Zeiteinheiten vergangen sind. Im Folgenden wird
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definiert wann eine Transition eines zeitbehafteten Petri-Netz bereit zu schalten ist (siehe

auch [16]).

Definition 27. Sei Z = (P, T, F,W, mg, ) ein zeitbehaftetes Petri-Netz im Zustand z =
(m, h). Eine Transition ¢ € T ist bereit zu schalten (Notation: z = ), wenn gilt:

e { ist m-aktiviert in Z.

o N(t) > eft(t).

Abbildung (12| zeigt den Zustand z = (m, h) eines zeitbehafteten Petri-Netzes. Dabei ist t;
nicht bereit zu schalten, denn t; ist zwar m-aktiviert, allerdings gilt h(t;) < eft(t1). t4 ist
nicht bereit zu schalten, weil sie nicht m-aktiviert ist. t5, £3 und t5 sind dagegen bereit zu
schalten, denn sie sind m-aktiviert im Skelett des zeitbehafteten Petri-Netzes und es gilt
h(tQ) Z Gft(tg) s h(tg) Z €ft<t3) und h(t5) Z 6ft<t5)

S1 tl S92
[ X X )
o W

[3, 0]

(3,4] [ >[4, 00] [ #5
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to [ [1.2] ¢ [5E] [0,0)
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Abbildung 12: Graphische Darstellung eines zeitbehafteten Petri-Netzes

Mit Hilfe von Definition kann nun das Schalten einer Transition in einem zeitbehafte-
ten Petri-Netz definiert werden(vgl. [16]). Dabei verdndert sich die p-Markierung identisch
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zum Schalten von klassischen Petri-Netzen. Auch die t-Markierung wird durch das Schalten
aktualisiert. Laut Definition 24] missen in einem Zustand eines zeitbehafteten Petri-Netz
genau die Transitionen, die nicht aktiviert sind, auf den Wert # abgebildet werden, weshalb
Transitionen, die ihre Aktivierung durch das Schalten verlieren, im neuen Zustand auf #
abgebildet werden. Ebenso diirfen die Transitionen, die durch das Schalten aktiviert werden,
nicht mehr auf # abgebildet werden, da nun null Zeiteinheit seit ihrer Aktivierung vergangen
sind. Zusétzlich wird der Wert der Transition, die geschaltet hat, sowie der Transitionen, die
gemeinsame Vorstellen mit jener haben, auf 0 zuriickgesetzt, sollten diese vor und nach dem
Schalten aktiviert sein. Alle andere Transitionen behalten den Wert, den sie bereits vor dem
Schalten hatten.

Definition 28. Seien Z = (P, T, F, W, myg, I) ein zeitbehaftetes Petri-Netz, f € T eine Tran-
sition und z = (m, h) ein Zustand in Z. Dann kann £ in z schalten, wenn gilt z . Nach dem

Schalten von £ veréndert sich der Zustand von Z zu 2z’ = (m/, 1) (Notation: z - 2’ ), mit

e m' =m+ At

# , falls t— £ m/
eVteT :W(t)=13 h(t) ,fallst- <mAt- <m/ A tNt=0At#L
0 sonst

Abbildung [13|zeigt die zeitbehafteten Petri-Netze T PNy, TP Ny und T PNj3. Dabei ist T PN,
durch Schalten der Transition t3 aus TP N; entstanden. TP N3 ist durch Schalten der Tran-
sition ty aus T'P N,y entstanden.

Betrachtet man T'PN; und T PN, fallt auf, dass t3 nach dem Schalten nicht mehr aktiviert
ist, deshalb bekommt es den Wert # zugewiesen. t4 ist nach dem Schalten nicht aktiviert
und bekommt deshalb ebenfalls den Wert # zugewiesen. Die Transitionen ¢, und ¢5 waren
vor dem Schalten von t3 aktiviert, sind nach dem Schalten von t3 aktiviert und haben keine
gemeinsamen Vorstellen mit ¢3, deshalb behalten sie nach dem Schalten von t5 ihren Wert.
Betrachtet man T'PN, und TP N3 bemerkt man, dass ¢, und t5 vor und nach dem Schalten
von to aktiviert sind. Weil ¢, die Transition ist, die geschaltet hat, und ¢5 gemeinsame Vor-
stellen mit ¢, hat, bekommen ¢, und 5 nach dem Schalten den Wert 0 zugewiesen. t3 ist nach
dem Schalten von 5 nicht aktiviert und bekommt deshalb den Wert # zugewiesen. ¢, ist erst
durch das Schalten von t, aktiviert worden und bekommt deshalb den Wert 0 zugewiesen.
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Abbildung 13: Schalten in einem zeitbehafteten Petri-Netz

Durch das Schalten nimmt die ¢t-Markierung fiir keine Transition einen héheren Wert an,
sodass durch das Schalten keine Zeit vergeht. Um das Vergehen von Zeit zu modellieren
existiert in zeitbehafteten Petri-Netzen eine weitere Moglichkeit zur Uberfithrung von Zu-
standen, die im Folgenden nach eingefiihrt wird.

Definition 29. Seien Z = (P, T, F, W, my, I) ein zeitbehaftetes Petri-Netz und z = (m, h)
ein Zustand in Z. Sei 7 € Ry¢. Dann kann Zeit entsprechend T in z vergehen (Notation:
z ), wenn

o Vt€T: h(t) ## = h(t)+ 7 < Ift(¢)

Nachdem 7 Zeit vergangen ist, éndert sich der Zustand zu 2’ = (m’, h’) (Notation z = 2’),

mit

o m

.VteT:h’(t):{#

=m

, falls t— £ m/
h(t)+7 , fallst— <m/

33




Das Vergehen von Zeit verandert dabei nur die t-Markierung eines Zustandes. Da in einem
Zustand eines zeitbehafteten Petri-Netz fiir jede Transition genau die Zeit relevant ist, die
seit der Aktivierung der Transition vergangen ist, bleibt der Wert fiir Transitionen mit
dem Wert # gleich, wahrend alle anderen Transitionen einen aktualisierten Wert erhalten.
Laut Definition 24] muss in einem Zustand eines zeitbehafteten Petri-Netz der Wert der h-
Markierung kleiner gleich dem [ ft-Wert sein. Damit diese Restriktion durch das Vergehen
von Zeit nicht verletzt wird, kann nur soviel Zeit vergehen, dass der [ft-Wert fiir keine
Transition iiberschritten wird.

In Abbildung[I4]sind zum Beispiel die zeitbehafteten Petri-Netze TP N, und T'P N5 zu sehen,
wobei T'P N5 durch das Vergehen von einer Zeiteinheit aus T'P N, entstanden ist. Der Wert
von t4 ist dabei gleich geblieben, weil die Transition nicht aktiviert ist und somit den Wert #
hat. Alle anderen Transitionen sind aktiviert und haben deshalb einen aktualisierten Wert
bekommen, der dem alten Wert addiert mit der vergangenen Zeit entspricht. Zu beachten
ist, dass es nicht moglich ist, dass in T'PN, zwei Zeiteinheiten vergehen, weil dann ¢, 3 und
t5 jeweils ihre rechte Intervallgrenze tiberschreiten wiirden.

[\
[\

S5 S5

TPN, TPN; (T'PN; nach dem
Vergehen von einer Zeiteinheit)

Abbildung 14: Das Vergehen von Zeit in einem zeitbehafteten Petri-Netz
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Im Kontext von klassischen Petri-Netzen wurde das Erreichbarkeits-Problem eingefiihrt und
erwéihnt, dass dieses interessant fiir die Analyse der Petri-Netze ist. Gleiches gilt auch fir die
zeitbehaftete Variante, weshalb im Folgenden Erreichbarkeit in dieser thematisiert wird. Im
Gegensatz zu den klassischen Petri-Netzen existiert neben dem Schalten mit dem Vergehen
von Zeit eine weitere Moglichkeit, Zustdnde in Folgezustinde zu tiberfithren, die mitein-
bezogen werden muss. Aus diesem Grund werden im Folgenden Ldufe von zeitbehafeten
Petri-Netzen eingefiihrt, die Folgen von Transitionen und Zeiten kombinieren.

Definition 30. Seien Z = (P, T, F, W, myg, I) ein zeitbehaftetes Petri-Netz, o = t; - - - t,, eine
Folge von Transitionen und 7 = 797 - - - 7, mit 7; € R>( eine Folge von Zeitangaben. Dann
ist o(7) = Tot171 - + - t,,7,, €in Lauf von o.

Ein Lauf driickt aus, dass zwischen dem Schalten von Transitionen Zeit vergehen kann, be-
zieht allerdings nicht ein, ob ein abwechselnden Vergehen von Zeit und Schalten entsprechend
des Laufes tatsachlich durchfihrbar ist, ohne dass die Restriktionen aus den Definitionen
und [29] verletzt werden. So wire 3t43t,0 zwar ein Lauf fiir TP N3 aus Abbildung [I3] jedoch
wiirde bereits das Vergehen von drei Zeiteinheiten dazu fithren, dass ¢4 nicht innerhalb ihres
Zeitintervalls schaltet. Um solche Léaufe auszuschlieflen, fithrt Definition durchfihrbare
Ldufe ein.

Definition 31. Seien Z = (P, T, F, W, my, I) ein zeitbehaftetes Petri-Netz, z = (m, h) ein
Zustand in Z und o(7) = 1ot171 - - - t, 7, ein Lauf von o = ty,...,t,, dann schaltet o(7) von

z nach 2’ (Notation: z 7D ), falls gilt:

e z=7 fallsn=0
Tot1T1 Ty —1Tn—1 t T . . .
oz =" 21, 21 = 2o und 29 — 2’ filir zwel Zustande z; und 2, , falls n >0

Ein Lauf o(7) heiit durchfihrbar in Z ausgehend von z, falls ein Zustand 2’ existiert, sodass
PR

Ein Lauf o(7) heiit durchfihrbar in Z, falls o(7) ein durchfiihrbarer Lauf ausgehend von zj
ist.

Betrachtet man noch einmal TP N3 aus Abbildung [13] dann ist 3t43t20 kein durchfihrbarer
Lauf in TP N3, weil 2 2 nicht gilt. 0t43t51t30 ist dagegen ein durchfiihrbarer Lauf.

Zu beachten ist, dass in einem durchfithrbaren Lauf auch keine Zeiteinheiten zwischen dem
Schalten von zwei Transitionen vergehen konnen. Da durch das Schalten an sich keine Zeit
vergeht, schalten dann beide Transitionen zum gleichen Zeitpunkt, wodurch sich Parallelitat
ausdriicken lasst. Diese Eigenschaft wird sich im folgenden Kapitel als niitzlich erweisen, um
Parallelitat in Losungen zu Scheduling-Problemen zu modellieren.

Auf Basis der durchfithrbaren Léufe konnen jetzt auch Schaltfolgen von zeitbehafteten Petri-
Netzen eingefithrt werden.

Definition 32. Seien Z = (P, T, F, W, my, I) ein zeitbehaftetes Petri-Netz und z, 2’ Zustande
von Z, dann ist o = t;---t, mit t; € T eine Schaltfolge von z nach 2z’ (Notation: z = 2/),

. . . o(1)
wenn eine Folge von Zeiten 7 = 7¢ - - - 7,, existiert, sodass z — /.
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Schaltfolgen kénnen verwendet werden, um Erreichbarkeit analog zu klassischen Petri-Netzen
einzufithren.

Definition 33. Seien Z = (P, T, F, W, my, I) ein zeitbehaftetes Petri-Netz und z ein Zustand
in Z. Dann ist z erreichbar in Z, falls eine Schaltfolge o existiert, sodass zy — z.

Im Gegensatz zur Erreichbarkeit in klassischen Petri-Netzen, bezieht sich die Variante fiir
zeitbehaftete Petri-Netze auf Zustdnde anstelle von Markierungen. Wie wir im folgenden
Kapitel noch bemerken werden, kann die ¢-Markierung irrelevant fiir Analyseanwendun-
gen des Erreichbarkeits-Problems sein, deshalb wird abschlieend die Erreichbarkeit von
p-Markierungen definiert.

Definition 34. Seien Z = (P, T, F,W,my, I) ein zeitbehaftetes Petri-Netz und m eine p-
Markierung in Z. m heifit erreichbar in Z, wenn eine t-Markierung h existiert, sodass der
Zustand z = (m, h) erreichbar in Z ist.

4 Modellierung von Resource-Constrained Project
Scheduling Problems mit zeitbehafteten Petri-Netzen

In den Kapiteln [2] und [3] wurden das RCPSP mit diversen Erweiterungen sowie zeitbehaftete
Petri-Netze eingefiihrt. In diesem Kapitel wird nun erlautert, wie ein beliebiges RCPSP mit
Hilfe von zeitbehafteten Petri-Netzen modelliert werden kann. Ziel ist es also, eine Konstruk-
tion anzugeben, die ein formal definiertes RCPSP in ein zeitbehaftetes Petri-Netz transfor-
miert. Fiir das Petri-Netz soll dabei gelten, dass es bestimmte Eigenschaften erfiillt genau
dann, wenn das urspriingliche RCPSP eine zulassige Losung hat. Dies wird gefordert, damit
durch Uberpriifung eben jener Eigenschaften nachvollzogen werden kann, ob das urspriing-
liche RCPSP eine Losung hat. Auflerdem sollen mit Hilfe des konstruierten zeitbehafteten
Petri-Netzes auch konkrete zulédssige Losungen fiir das urspriingliche RCPSP ermittelbar
sein. Diese beiden Aspekte konnen dann zur Analyse der RCPSPs herangezogen werden.

4.1 Ziele der Konstruktion

Eine Eigenschaft, die im Kontext von Petri-Netzen sowie zeitbehafteten Petri-Netzen einge-
fiihrt wurde, ist die Erreichbarkeit. Die Erreichbarkeit beantwortet die Frage, ob in einem
gegebenen zeitbehafteten Petri-Netz eine gegebene Markierung ausgehend vom initialen Zu-
stand erreichbar ist. Mit Hilfe dieser Eigenschaft lassen sich die Ziele der Konstruktion kon-
kretisieren:

1. Aus jedem RCPSP soll ein zeitbehaftetes Petri-Netz Z sowie eine p-Markierung mgyoq
konstruiert werden, sodass mg.q in Z genau dann erreichbar ist, wenn das urspriingliche
RCPSP eine zuléssige Losung hat.

2. Mit Hilfe von Z und myeq sollen zuldssige Losungen des urspriinglich gegebenen
RCPSP berechenbar sein. Dies soll mit Hilfe von durchfithrbaren Léufen, die zu ei-
nem Zustand z = (mgyeq, h) fithren, wobei h eine t-Markierung ist, moglich sein.
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Zu beachten ist, dass ein solcher durchfiihrbarer Lauf existiert, wenn mg.e erreichbar ist,
sodass mit Hilfe einer Konstruktion, die beide Ziele erfiillt, fiir jedes RCPSP eine zuléssige
Losung berechnet werden kann, sofern eine existiert.

Bevor die Konstruktion angegeben und erlautert wird, fithrt der folgende Abschnitt die
grundlegenden Ideen der Konstruktion ein, mit denen die eben formulierten Ziele erreicht
werden sollen. Eine detailliertere Beschreibung und Erklarung der einzelnen Bestandteile der
Konstruktion folgt dann in [Unterabschnitt 4.3|

4.2 ldeen der Konstruktion

Fiir die Beschreibung der Konstruktionsidee nehmen wir an,

A

X - (‘D7 [n]7 [6]7 [U]J Re? RU’ M7p7 T87rv7 ‘/7d7 d)

sei ein RCPSP und (Z,mgyq) das Resultat der Konstruktion, wobei Z ein zeitbehaftetes
Petri-Netz und my.q eine p-Markierung von Z ist. Im Verlauf der Konstruktion wird fiir
jede Aktion i € [n] eine Transition start;, die den Start der Aktion modellieren soll, einge-
fiigt. Des Weiteren werden fiir jede Aktion ¢ und jeden Modus m € [M;] die Transitionen
modus;,, und finish;,, hinzugefiigt, welche die Auswahl des Modus bzw. das Beenden der
Aktion im entsprechenden Modus modellieren. Aulerdem wird eine Stelle finished; einge-
fligt, die von den finish;,,-Transitionen befiillt wird. Der konkrete Zusammenhang zwischen
den eingefiithrten Elementen wird im spéteren Verlauf erlautert. Abbildung [I5]skizziert diesen
allerdings schon einmal.

modus;y finish;

.NW

[ ] [ ]
start; ° ° Q finished;
[ ] [ ]

h

modus;y, finishin,

Abbildung 15: Skizze der Konstruktion einer Aktion. Die geschldngelten Linien reprasentie-
ren dabei weitere Petri-Netz Bestandteile, wobei die Pfeilspitzen anzeigen, in
welche Richtung Token ,weitergegeben® werden konnen.

Fiir jede Aktion wird also ein Gebilde eingefiigt, wie es in Abbildung [15] dargestellt wird.
Dabei werden die einzelnen Gebilde fiir zwei Aktionen 7, j verbunden, wenn (7, j) € V. Diese
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Verbindung wird dann von finished; nach start; fithren (siehe auch Abbildung. Betrach-
tet man die einzelnen Gebilde, die Aktionen reprisentieren, als Knoten und die Verbindun-

gen zwischen den Gebilden als Kanten, ergibt sich daraus der Vorgangerrelationen-Graph
des RCPSP.

Die Idee ist nun, dass in mgeq die finished;-Stellen genau dann ein Token enthalten, wenn 4
keine Nachfolge-Aktionen in der Vorgéngerrelation V' besitzt, d.h. mgeq(finished;) =1 ge-
nau dann, wenn (i, j) ¢ V fur alle j € [n]. Alle anderen Stellen sollen keine Token enthalten.
Die Intuition dahinter ist, dass das Ausfithren einer Aktion ¢ durch das Schalten von Transi-
tionen modelliert wird, wobei nach dem Ausfithren der Aktion Token in die Stelle finished;
gelegt werden, welche dann wiederum von moglichen Nachfolgeaktionen entnommen werden
konnen, damit diese dann ihrerseits ausgefithrt werden. Wenn alle Aktionen abgeschlossen

wurden, liegen somit nur Token in den finished;-Stellen der Aktionen, die keine Nachfolger
haben.

modusj 1 finish;,

modus; 1 finish;

.\N\. start; finished;

start; . . finished;

modus]Mjfzmsh]Mj

h

modus;yy, finishi,

Abbildung 16: Skizze der Verbindung zwischen zwei Aktionen 4, j mit (¢,75) € V.

Das zweite Ziel der Konstruktion besagt, dass aus durchfiihrbaren Léaufen, die zu mgeq
fithren, zulassige Losungen fiir das urspriingliche RCPSP berechenbar sein sollen. Zur Er-
lauterung der Idee zur Umsetzung dieses Zieles nehmen wir an, 0 = ¢; - - - 4, sei eine Folge
von Transitionen und 7 = 7 - - - 7 eine Folge von Zeiten, sodass o(7) = 7ot17y « - - {7y €in

durchfithrbarer Lauf ist, der zu my,q fihrt, also z Ug) (Mygoat, h) fiir eine t-Markierung h.
Wie die Skizze der Konstruktion bereits andeutet, soll in einem solchen Lauf zu myey fiir
jede Aktion ¢ die Transition start; genau einmal vorkommen. Ebenso soll fiir jede Aktion
i genau eine Transition modus;,, mit m € [M;] vorkommen. Diese Eigenschaft soll das Be-
rechnen einer zulassigen Losung ermoglichen. Dazu verwende fiir eine Aktion i die eindeutig
bestimmten Indizes [ € {1,...,k} und m € {1,..., M;}, sodass einerseits ¢, = start; gilt und
andererseits modus;,, in der Folge o vorkommt. Berechne dann die Summe S; := Zl 107w
Die Werte S; und m,; := m sollen nun einen zulédssigen Schedule von X ergeben. Abbildung
[I7] veranschaulicht das Vorgehen.
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Abbildung 17: Berechnung eines Schedules anhand eines durchfithrbaren Laufes des konstru-
ierten zeitbehafteten Petri-Netz fiir eine Aktion ¢ und einen Modus m € [M;].

Der folgende Abschnitt widmet sich der konkreten Konstruktion mit dem Ziel, die eben
beschriebenen Ideen umzusetzen.

4.3 Konstruktion

Zur Erliuterung der Konstruktion wird diese der Ubersichtlichkeit halber in einzelne Teile
aufgegliedert, die am Ende dieses Abschnittes zur vollstdndigen Konstruktion zusammenge-
fiigt werden, wobei sich die Aufteilung an den einzelnen Komponenten eines RCPSP orien-
tiert.

Gegeben sei also ein beliebiges RCPSP X = (D, [n], [¢], [v], R, RY, M, p,r¢,r",V,d,d). Das
Ergebnis der Konstruktion ist ein zeitbehaftetes Petri-Netz Z = (P, T, F, W, mg,I) sowie
eine p-Markierung mg, von Z.

Zu Beginn der Konstruktion werden die Komponenten des zu konstruierenden zeitbehaf-
teten Petri-Netzes Z wie im folgenden Pseudocode mit leeren Mengen bzw. Abbildungen
initialisiert 7]

Algorithm 1: Initialization()

Data: Das RCPSP X
Result: Das initialisierte zeitbehaftete Petri-Netz Z

begin
P:=10
T:=0
F:=0
W=0[
mg::@
L 1:=0

%Im Kontext von Abbildungen sei ) dabei die Abbildung von der leeren Menge in eine Zielmenge.

0Genau genommen liegt an dieser Stelle noch kein zeitbehaftetes Petri-Netz vor, da PUT = () (siehe dazu
auch Definition
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4.3.1 Modellierung von Ressourcen

In diesem Abschnitt werden die Ressourcen und ihre Vorkommen modelliert. Die Idee ist,
fiir jede Ressource eine Stelle in das bereits konstruierte zeitbehaftete Petri-Netz einzufiigen,
deren initiale Tokenzahl den verfiigharen Einheiten der Ressource entspricht (siehe auch

Abbildung [18).

nRessource; nRessource, eRessource; eRessource,

Abbildung 18: Konstruktion der Ressourcen sowie ihrer Vorkommen. Die Beschriftung Rje
meint dabei, dass initial R] Token in der entsprechenden Stelle liegen. Die
Anfangsbuchstaben n und e der Stellennamen stehen fiir ,nicht erneuerbar*
bzw. ,erneuerbar®.

Die Pseudocode Ausschnitte 2l und [ veranschaulichen die Konstruktion fiir eine nicht er-
neuerbare Ressource ¢ € [v] bzw. eine erneuerbare Ressource k € [e¢] . Wie in
definiert, bezeichnet R; die Anzahl der verfiigharen Einheiten von Ressource ¢ und Rj die
Anzahl der verfiigharen Einheiten von Ressource k. Zu beachten ist, dass diese Ausschnitte
in der vollstdndigen Konstruktion fiir jede Ressource ¢ € [v] bzw. k € [e] ausgefiihrt werden
missen.

Algorithm 2: ModelNonRenewableRessource(NonRenewableRessource ¢)

Input: Eine nicht erneuerbare Ressource ¢ € [v]

Data: Das RCPSP X, das bisher konstruierte zeitbehaftete Petri-Netz Z

Result: Das zeitbehaftete Petri-Netz Z erweitert um die Modellierung der nicht
erneuerbaren Ressource ¢

begin
P := P U {nRessource,}
R? falls p = nRessource
— q ) q
mo(p) { mo(p) , sonst

Algorithm 3: ModelRenewableRessource(RenewableRessource k)

Input: Eine erneuerbare Ressource k € [e]

Data: Das RCPSP X, das bisher konstruierte zeitbehaftete Petri-Netz Z

Result: Das zeitbehaftete Petri-Netz Z erweitert um die Modellierung der erneuerbaren
Ressource k

begin
P := P U{eRessourcey}
| R; , falls p = eRessourcey,
mo(p) = { mo(p) , sonst
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Im spéateren Verlauf der Konstruktion werden Start- und Endzeitpunkt einer Aktion mit je-
weils einer Transition modelliert. Diese Transitionen werden Ressourcen entsprechend ihres
Bedarfs entnehmen und — im Falle von erneuerbaren Ressourcen — wieder zuriicklegen. Der
Gebrauch der Ressourcen durch Aktionen wird in Abschnitt naher erldutert. Die Be-
schrankung der Tokenzahl auf das maximale verfiighare Vorkommen der jeweiligen Ressource
sorgt dann dafiir, dass die ressourcenbedingten Restriktionen eingehalten werden.

4.3.2 Modellierung von Aktionen

Nach den Ressourcen soll nun die Modellierung der Aktionen erldutert werden. Wie bereits
erwahnt, soll das Starten einer Aktion ¢ durch eine Transition start;, die Auswahl eines
Modus m € [M;] durch eine Transition modus;,, und der Abschluss der Aktion i im Modus
m durch eine Transition finish;, modelliert werden. Dabei soll aus durchfiihrbaren Laufen
des konstruierten zeitbehafteten Petri-Netzes, die zu m,q fiihren, ein Schedule berechenbar
sein. Damit die eingefiihrte Methode eindeutige und vollstandige Ergebnisse erzielt, darf
fir eine Aktion 7 die Transition start; nur genau einmal in so einem Lauf vorkommen.
Analog darf fir jede Aktion i auch nur eine Transition modus;,, fiir einen Modus m € [M;]
vorkommen.

Zusétzlich ergibt sich eine weitere Anforderung fiir die berechneten Startzeitpunkte. Damit
der berechnete Schedule (S, m) zuldssig ist, muss S; < D fiir jeden Eintrag S; mit ¢ € [n]
gelten. Vor dem Schalten von start; diirfen also hochstens D Zeiteinheiten vergehen, damit
die berechneten Startzeitpunkte im Zeithorizont liegen (siehe auch Abbildung . Damit
die ermittelten Schedules auch zuldssig sind, ist es zuséatzlich erforderlich, dass zwischen
dem Schalten der start;- und finish;,,- Transition genau p;,, Zeiteinheiten vergehen. Der
genaue Grund dafiir wird in Abschnitt deutlich werden. Abbildung [19] konkretisiert

diese Anforderungen.

Bei der Konstruktion der Aktionen miissen also die eben formulierten Anforderungen be-
riicksichtigt werden.

iv_zlo Tw = Sz < D ZZ;_:IZ Tw = Pim
Durchfihrbarer | 79 | t1 | 71 start; | . | modusiy, | ... | finish,
Lauf
Mndex DR N

Abbildung 19: Anforderungen an die Konstruktion von Aktionen am Beispiel einer Aktion ¢
und eines Modus m € [M;].

Betrachten wir dazu eine beliebige Aktion ¢ mit den Modi [M;] und den Bearbeitungszeiten
Pim in den Modi m € [M;], dann werden der Konstruktion die Transitionen start;, modus;y,
und finish;,, fir alle m € [M;] hinzugeftgt.
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Um die ersten beiden Anforderung zu erfiillen, wird eine Stelle started; hinzugefiigt, die
Nachstelle von start; sowie Vorstelle der Transitionen modus;,, ist, wobei die Kantengewich-
tung jeweils auf 1 und das Zeitintervall von start; auf [0, 00] gesetzt wird. AuBlerdem wird
eine Stelle notStarted; hinzugefiigt, die initial ein Token enthélt und Vorstelle von start;
ist. Weil diese Stelle keine eingehenden Kanten hat und somit auch keine Token hinzugefiigt
bekommen kann, ist dafiir gesorgt, dass start; in jedem durchfithrbaren Lauf nur einmal
schalten kann. Weil somit auch nur héchstens einmal genau ein Token in die Stelle started;
gelegt wird, kann nur eine Transition modus;, im durchfithrbaren Lauf vorkommen (siche

auch Abbildung .

Um die Erfillung der dritten Anforderung zu garantieren, also dass in einem durchfithrbaren
Lauf, der nach mgy fithrt, vor dem Schalten von start; hochstens D Zeiteinheiten verge-
hen, wird eine weitere Transition timeH orizon; hinzugefigt, die notStarted; als Vorstelle
hat und dieser genau ein Token entzieht. Fiir das Zeitintervall dieser Transition soll gelten
I(timeHorizon;) = (D, D) (siehe auch Abbildung [20)), sie soll also genau D Zeiteinheiten
nach ihrer Aktivierung schalten miissen. Weil diese Transition nur eine Vorstelle hat, die
initial gentigend Token enthalt, ist die Transition myg-aktiviert. Wenn also in einem durch-
fithrbaren Lauf, der von 2, ausgeht, start; nach dem Vergehen von mehr als D Zeiteinheiten
noch nicht geschaltet hat, dann kann sie auch im weiteren Verlauf nicht mehr schalten, weil
dann timeHorizon; das Token aus notStarted; nach genau D Zeiteinheiten entzieht, sodass
start; im Zustand, der dann vorliegt, nicht mehr aktiviert ist. Wie wir im weiteren Verlauf
der Konstruktion sehen werden, kann mgyu dann nicht mehr erreicht werden, sodass der
Startzeitpunkt, der aus einem durchfithrbaren Lauf, der nach myg. fithrt, berechnet wird,
kleiner gleich dem Zeithorizont D sein muss.

modus;y,

timeHorizon; odus;
[D, D] [0,0]

notStarted;

Abbildung 20: Konstruktion des Starts einer Aktion.

Schliefllich muss noch dafiir gesorgt werden, dass die vierte Anforderung erfiillt wird, dass
also zwischen dem Schalten von start;,, und finish,,, genau p;,, Zeiteinheiten vergehen. Da-
zu wird fiir jede Aktion ¢ € [n] und jeden Modus m € [M;] jeweils eine Stelle inProgress;n,
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eingefiigt, die Vorstelle von finish;,, und Nachstelle von modus;,, ist. Dabei wird das Zeitin-
tervall der Transition finish;,, auf [pi,, pis] und das von modus;,, auf [0, 0] gesetzt. Dadurch
wird erreicht, dass zwischen dem Schalten von start; und modus;,, keine Zeit vergehen kann
und zwischen dem Schalten von modus;,, und finish;,, genau p;,, Zeiteinheiten vergehen
miissen, wodurch genannte Anforderung erfiillt ist. Um in einer p-Markierung reprasentieren
zu konnen, dass eine Aktion ¢ abgeschlossen wurde, wird aulerdem eine Stelle finished;
eingefiihrt, die jeweils Nachstelle von finish;,, ist. Abbildung [21] zeigt die vollstandige Kon-
struktion einer Aktion, wobei Post; = {b € [n]|(i,b) € V'} die Menge der Nachfolgeaktionen
der Aktion 7 ist. Die Transitionen finish;, legen also fiir jede Nachfolgeaktion der Akti-
on ¢ ein Token in die Stelle finished;. Dies stellt einen Vorgriff auf die Modellierung der
Vorgangerrelationen dar und wird in Abschnitt naher erlautert.

Anhand der Konstruktion der Aktionen sowie der Ermittlung eines Schedules aus einem
durchfithrbaren Lauf in Z, der zu my.q fiihrt, lasst sich eine weitere Eigenschaft des kon-
struierten zeitbehafteten Petri-Netz erkennen.

inProgress;y. o
modus;yy, 9 WM finishag

[piMi ) piMi]

max{#Post;, 1}

Q finished;
timeHorizon; odus; inProgressi, max{#Post;, 1}

[] ._.(% finishiy

notStarted; [D, D] [0,0] (i1, Pial

Abbildung 21: Konstruktion einer Aktion

Aus der Ermittlung eines Schedules (siehe auch Abbildung folgt, dass in dem durchfiihr-
baren Lauf aus dem der Schedule berechnet wird, der berechnete Startzeitpunkt S; einer
Aktion ¢ der Anzahl an Zeiteinheiten entspricht, die vor dem Schalten von Transition start;
vergangen sind. Auflerdem ist bekannt, dass anschliefend genau p;,, Zeiteinheiten vergehen,
bevor finish;, fir einen Modus m € [M;] schalten kann. Daraus folgt, dass in dem durch-
fiihrbaren Lauf, aus dem S; berechnet wurde, genau S; + p;,, Zeiteinheiten vergehen, bevor
finish;, schaltet, was dem Endzeitpunkt C; der Aktion ¢ entspricht (siehe auch Abbildung
. Somit lassen sich also auch die Endzeitpunkte von Aktionen aus einem durchfiihrbaren
Lauf im konstruierten zeitbehafteten Petri-Netz, der zu mygq fithrt, berechnen. Hier wird
auch deutlich, weshalb fiir eine Aktion 7 fiir jeden Modus m € [M;] eine Transition finish;,
eingefiigt wird, denn der Endzeitpunkt C; hiangt vom ausgewahlten Modus ab.
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Si + pim = C;

Si = Ziu_zlo Tw ZZ_:ll Tw = Pim
Durchfihrbarer | 79 | t1 | 71 start; | 7 .| modusiy, | ... | finishi,
Lauf
Tadex DR

Abbildung 22: Berechnen des Endzeitpunkt C; einer Aktion i € [n] im Modus m € [M;]
anhand eines durchfithrbaren Laufs des konstruierten zeitbehafteten Petri-
Netz.

Weil die Restriktionen, die aus der Vorgingerrelation des urspriinglichen RCPSP resultie-
ren, abhingig vom Endzeitpunkt der Aktionen sind, ist diese Eigenschaft sehr niitzlich im
weiteren Verlauf der Konstruktion.

Der Pseudocode 4] stellt die Konstruktion algorithmisch fiir eine gegebene Aktion ¢ dar. In
der vollstandigen Konstruktion muss das Vorgehen fiir jede Aktion ausgefiihrt werden.

44



Algorithm 4: ModelAction(Action )

Input: Eine Aktion i € [n]

Data: Das RCPSP X, das bisher konstruierte zeitbehaftete Petri-Netz Z

Result: Das zeitbehaftete Petri-Netz Z erweitert um die Modellierung der Aktion 7
begin

P := P U{started;, finished;, notStarted;}

T =T U{start;, timeHorizon;}

F := F U{(start;, started;), (notStarted;, start;), (notStarted;, timeH orizon;)}

1 , falls p = notStarted;
. 0 , falls p = started;
mo(p) = 0 , falls p = finished;
mo(p) , sonst
(0,00) , falls t = start;
I(t) =4 (D,D) ,fallst=timeHorizon,
I(t) , sonst
1 , falls f = (start;, started;)
W(f) = 1 , falls f = (notStarted;, start;)
1 , falls f = (notStarted;, timeHorizon;)
W(f) , sonst

for m € [M;] do

T =T U{modus;p, finishi,}
P := P U{inProgress;,}
F := F U{(started;, modus;y,), (modus,, inProgress;,)} U
{(inProgressim, finishiy), (finishi,, finished;)}
1 , falls f = (started;, modus;,)
1 , falls f = (modusiy,, inProgress;,)
W(f):=<31 , falls f = (inProgressim, finishiy,)
max{#Post;, 1} | falls f = (finishy, finished;)
W(f) , sonst
(0,0) , falls t = modus;y,
I(t) =< (Pim,pim) ,fallst= finish;,
I(t) , sonst
0 , falls p = inProgress;n,
mo(p) = { mo(p) , sonst

4.3.3 Modellierung der Ressourcenbedarfe

Im vorigen Abschnitt wurden Aktionen modelliert, wobei das Starten der Aktion sowie die
Auswahl des Modus berticksichtigt wurden. Allerdings wurde nicht einbezogen, dass Modi
erneuerbare und nicht erneuerbare Ressourcen belegen bzw. verbrauchen. Wichtig ist, dass
ein Schedule, der aus einem durchfiihrbaren Lauf in Z, der nach my., fiihrt, berechnet
wurde, die ressourcenbedingten Restriktionen eines zuléssigen Schedules fiir ein RCPSP nicht
verletzt.
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Um dies zu erreichen betrachten wir zunéchst die zwei Arten von ressourcenbedingten Ein-
schrankungen an einen zuldssigen Schedule des gegebenen RCPSP X.

Die erste Einschriankung betrifft die nicht erneuerbaren Ressourcen [v] und besagt, dass das
maximale Vorkommen R} einer Ressource ¢ € [v] nicht von den Aktionen im gesamten Ver-
lauf des Schedules iiberschritten werden darf. Dabei hangt der Verbrauch einer Aktion aus-
schliellich vom ausgewéahlten Modus ab. Die Idee ist daher, dass die modus;,,-Transitionen
beim Schalten Token entsprechend ry,, aus jeder Stelle nRessource, abziehen, sodass die
Transitionen nur schalten konnen, wenn ausreichend Token in den entsprechenden Stellen lie-
gen. Weil keine Transition Token in die nRessource,-Stellen legt, konnen die Modi in einem
durchfithrbaren Lauf also nur so ausgewahlt werden, dass die maximalen Vorkommen der
nicht erneuerbaren Ressourcen nicht iiberschritten werden. Es werden also Kanten von jeder
Stelle nRessource, zu jeder Transition modus;, gezogen und mit r7, . gewichtet. Kanten,
die mit 0 gewichtet wéren, hatten keinen Effekt und werden deshalb nicht eingefiigt (siehe

auch Abbildung [23).

Die zweite Einschrankung besagt, dass zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ das Vorkommen ei-
ner erneuerbaren Ressource nicht von Aktionen tiberschritten werden darf, die zu Zeitpunkt
t aktiv sind. Im Gegensatz zu nicht erneuerbaren Ressourcen diirfen allerdings die kumu-
lierten Ressourcenbedarfe aller Aktionen das Vorkommen iiberschreiten. In Bezug auf die
Konstruktion ist eine Aktion 7 aktiv, wenn ihre start;-Transition geschaltet hat, allerdings
noch keine ihrer finish;,-Transitionen mit m € [M;]. Die Idee ist nun, dass jede Aktion i
Ressourcen entsprechend ihres Verbrauches fiir die Dauer ihrer Bearbeitungszeit ,,blockiert®.
Wie in Abbildung [22) zu sehen ist, vergehen zwischen dem Schalten der start;-Transition und
einer finish;,,-Transition genau p;,, Zeiteinheiten. Dabei ist zu beachten, dass zwischen dem
Schalten von start; und modus;,, keine Zeiteinheit vergehen kann, weil modus;,, durch das
Schalten von start; aktiviert wird und wegen I(modus;,) = (0,0) direkt schalten muss. D.h.
zwischen modus;,, und finish;, vergehen genau p;,, Zeiteinheiten. Um die Ressourcen also
fiir die Bearbeitungszeit von Aktion ¢ zu blockieren, kénnen sie von den modus;,, Transitio-
nen mit m € [M;] entnommen und von den Transitionen finish;, mit m € [M;] zuriickgelegt
werden. Dabei sollen die Transitionen modus;,, jeweils nur schalten koénnen, wenn geniigend
Token in den Stellen liegen, die die erneuerbaren Ressourcen reprasentieren, sodass die Re-
striktion beziiglich dieser eingehalten wird. Um dies zu modellieren, wird von jeder Stelle
eRessourcey, jeweils eine Kante zu den Transitionen modus;,, gezogen, die mit r{,,, gewichtet
ist. AuBlerdem wird jeweils eine Kante von finish;,, zu den Stellen e Ressourcey, gezogen, die
mit 75, gewichtet ist. Kanten, die mit 0 gewichtet waren, hétten keinen Effekt und werden
deshalb nicht eingefiigt. Abbildung [23| veranschaulicht dies, wobei die Funktion der Transi-
tion NoRessource; im weiteren Verlauf dieses Abschnittes erldutert wird. Aulerdem werden
nur die Ressourcen dargestellt, die auch von der entsprechenden Aktion im entsprechendem
Modus benétigt werden.
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Abbildung 23: Konstruktion der Ressourcenbedarfe einer Aktion ¢ am Beispiel des Modus m.
Dabei seien ey, ..., e, die erneuerbaren und vy, ..., v; die nicht erneuerbaren
Ressourcen, die Aktion ¢ im Modus m benotigt.

An dieser Stelle wird nun auch deutlich, weshalb in Abschnitt fur jede Aktion i € [n]
und jeden Modus m € [M;] die beiden Transitionen modus;,, und finish;,, eingefiigt wurden,
denn mit Hilfe dieser Transitionen werden die Ressourcenbedarfe der Aktionen wéihrend ihrer
Bearbeitungszeit p;,, modelliert.

Betrachtet man die genannte Modellierung ohne noRessources;-Transition, dann lasst sich
damit bereits der Ressourcenverbrauch von Aktionen modellieren. Allerdings werden die
Ressourcen, die eine Aktion i bendtigt, erst von den Transitionen modus;,,, mit m € [M;] ent-
nommen. D.h. Transition start; kann schalten, ohne Ressourcen zu entnehmen. Auf Grund
der Zeitintervalle der Transitionen modus;,, missen diese zwar unmittelbar nach ihrer Ak-
tivierung schalten, sodass die Entnahme der Ressourcen zum gleichen Zeitpunkt wie das
Schalten der Transition start; stattfindet. Dies ist allerdings nur der Fall, wenn mindestens
eine Transition modus;,, aktiviert ist. Es ist also moglich, dass die Aktion gestartet wird, oh-
ne dass geniigend Ressourcen fiir das Ausfiihren eines Modus vorhanden sind. In diesem Fall
ware es moglich, dass durchfiihrbare Laufe im konstruierten zeitbehafteten Petri-Netz exis-
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tieren, die zu My fithren, allerdings die Eigenschaft, dass zwischen dem Schalten der start;
und einer finish;, Transition genau p;,, Zeiteinheiten vergehen (siehe auch Abbildung ,
nicht erfillen. Abbildung [24] zeigt eine Situation, aus der ein durchfithrbarer Lauf entstehen
kann, in dem zwischen dem Schalten von start; und finish;, mehr als p;,, Zeiteinheiten
vergehen.

finishje
eooe [Dje,Dje] @@ ®

e

r

J.le

eRessource;

Tilm
Starti St&?"t@di [07 0] ri,l,m [pzmu plm]
)
[07 OO] mOdusim inPTOQTGSSim fZTLZShzm

Abbildung 24: Ausschnitt eines Zustand eines konstruierten zeitbehafteten Petri-Netzes, der
zu Problemen beziiglich der Ressourcenbedarfe fithren kann.

Zu sehen ist ein Ausschnitt der Konstruktion einer Aktion ¢ mit Modus m € [M;], die sich
eine erneuerbare Ressource 1 mit einer Aktion j im Modus e € [M;] teilt. Nehmen wir an,
dass Transition start; gerade geschaltet hat, weshalb sich ein Token in started; befindet.
modus;y, ist nicht aktiviert, weil die Stelle eRessource; zu wenige Token hat. finish;. ist
nicht bereit zu schalten, weil sie noch nicht p;. Zeiteinheiten lang aktiviert ist. D.h. in diesem
Ausschnitt miisste eine Zeiteinheit vergehen, damit finish;. schalten kann. AnschlieBend
kann modus;,, schalten, weil dann geniigend Token in e Ressource; liegen. Darauthin miissen
Pim Zeiteinheiten vergehen, bis Transition finish;,, schalten kann. Damit vergehen zwischen
dem Schalten von start; und finish;, dann insgesamt p;,, + 1 Zeiteinheiten, was einen
Verstofl gegen die Eigenschaft, die in Abbildung [22| zu sehen ist, darstellt.

Falls also die start;-Transition schaltet, ohne dass geniigend Ressourcen vorhanden sind,
um eine der modus;,,-Transitionen zu schalten, muss verhindert werden, dass die Markie-
rung Mmyeq erreicht werden kann. Diese Funktion erfiillt die noRessources;-Transition, die
das Token aus der started;-Stelle entzieht. Diese Transition bekommt ein Zeitintervall zu-
gewiesen, das bei ihrer Aktivierung nur das sofortige Schalten erlaubt. Sind nun geniigend
Ressourcen vorhanden, kann stattdessen eine modus;,,-Transition schalten, ansonsten muss
die Transition noRessources; schalten, sodass die modus;,,-Transitionen im weiteren Verlauf
nicht mehr schalten kénnen. Abbildung [23] veranschaulicht das Vorgehen.
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Der folgende Pseudocode veranschaulicht die Konstruktion fiir eine gegebene Aktion 7. In
der vollsténdigen Konstruktion muss das Vorgehen fiir jede Aktion ausgefiithrt werden.

Algorithm 5: ModelRessourceUsage(Action )

Input: Eine Aktion i € [n]

Data: Das RCPSP X, das bisher konstruierte zeitbehaftete Petri-Netz Z

Result: Das zeitbehaftete Petri-Netz Z erweitert um die Modellierung des
Ressourcenverbrauch von

begin

T := T U {noRessources;}

F := F U{(started;,noRessources;)}

1 , falls f = (started;, noRessources;)
Wif) = { W(f) ,sonst
~ ] (0,0) , falls t = noRessources;
1) _{ I(t) , sonst

for m € [M;] do
if r5,, > 0 then
F := F U{(eRessourcey, modus;y,), (finish;n,, e Ressourcey) }

T em , falls f = (eRessourcey, modus;,,)
W(f) =% 15, ,falls f=(finish;,, eRessourcey)
W(f) , sonst

for ¢ € [v] do
for m € [M;] do
if r3},, > 0 then
F := F U {(nRessource,, modus;y,) }
, falls f = (nRessource,, modus;y,)

W)= { I/%/ka) , sonst

4.3.4 Modellierung der Vorgangerrelation

Nachdem nun die Aktionen mitsamt ihrer Ressourcenbedarfe modelliert wurden, sollen jetzt
die Vorgangerrelationen sowie maximale und minimale Verzogerungen betrachtet werden.
Jede Aktion i € [n] hat die Menge von Vorgéngeraktionen Pre; = {a € [n]|(a,i) € V'}, sodass
jede Aktion aus Pre; abgeschlossen sein muss, bevor die Aktion i gestartet werden darf, d.h.
C; < S; fiir alle 4,5 € [n] mit (j,7) € V. In Bezug auf die Konstruktion bedeutet dies, dass
start; in jedem durchfiihrbaren Lauf des konstruierten zeitbehafteten Petri-Netzes, der nach

Mgoa fihrt, schalten muss, nachdem eine finish;,,-Transition fiir jede Aktion j € Pre; mit
m € [M;] geschaltet hat (siche auch Abbildung [25).
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Abbildung 25: Berechnen des Endzeitpunkt C; einer Aktion j im Modus m und des Startzeit-
punktes S; einer Aktion i. Wenn start; nach finishj,, schaltet, gilt S; > Cj.

Dies liele sich einfach modellieren, indem Kanten von den Stellen finished; der Aktionen
J € Pre; zur Transition start; gezogen werden (siehe auch Abbildung .

finished;,
° start;
* 0, oo]
finished;,

Abbildung 26: Modellierung der Vorgangerrelation einer Aktion ¢ ohne Berticksichtigung der
Verzogerungen. Dabei sind ji, ..., 7 die Vorgéngeraktionen von 1.

Diese Modellierung beriicksichtigt allerdings nicht die minimalen bzw. maximalen Verzoge-
rungen, die zwischen Aktion ¢ und ihren Vorgédngeraktionen bestehen.

Um dies zu dndern, sei fiir jedes Tupel (j,4) mit ¢ € [n] und j € Pre; dj; die minimale und ciji
die maximale Verzogerung. Fiir einen zuldssigen Schedule (.S, m) muss dann fiir jedes Tupel

(J,1) eV

Sj —l—pjmj + dji S S, und Sj —|—pjmj + Czji Z Sz



gelten. Fiir die Konstruktion bedeutet dies, dass in einem durchfiihrbaren Lauf des kon-
struierten zeitbehafteten Petri-Netzes, der nach mg.q fiihrt, zwischen dem Schalten von
Transition finishj,, mit j € [n] und m € [M;], und Transition start;, mit ¢ € [n] und
(4,i) € V, Zeiteinheiten der Anzahl z vergehen missen mit d;; < z < c@z Abbildung
illustriert dies.

C]—FCZJZECJ—FSE:SZ:OJ—FZ'ZCJ—Fdﬂ

C; =S +Djm dj; <z < dj
Durchfihrbarer | 79 | t1 | 71 start; | 7 .| modusjy, | ... | finishjy, start;
Lauf
Tadex T T T T b [ a | e

Abbildung 27: Berechnen des Endzeitpunkt C; einer Aktion j im Modus m und des Start-
zeitpunktes S; einer Aktion ¢. Wenn zwischen dem Schalten von start; und
finishj, x = > o1 7, Zeiteinheiten vergehen, mit dji <z < chi, dann wer-
den die Verzogerungen im resultierenden Schedule eingehalten.

Um die Einhaltung der Verzégerungen zu modellieren, wird daher fiir jedes Tupel (7,4) mit
i € [n] und j € Pre; eine Stelle legal Delay;; eingefithrt. Aulerdem werden keine direkten
Kanten mehr zwischen finished; und start; gezogen, sondern zwischen legalDelay;; und
start;. Das Ziel ist dabei, dass die Stelle legalDelay;; genau dann ein Token enthalt, wenn
die Verzogerungen zwischen Aktion j und Aktion ¢ nicht verletzt sind, sodass start; dann
schalten kann, wenn die Verzogerungen zu allen Vorgangeraktionen eingehalten werden.

Aus der minimalen Verzogerung ergibt sich, dass legalDelay;; erst dann ein Token bekommen
darf, wenn d;; Zeiteinheiten nach Beendigung der Aktion j vergangen sind. D.h. wenn dj;
Zeiteinheiten vergangen sind seitdem finished; ein Token bekommen hat, muss dieses Token
aus finished; entnommen und legalDelay;; hinzugefiigt werden. Dazu wird fiir jedes Tupel
(4,7) mit ¢ € [n] und j € Pre; zusétzlich eine Transition minDelay;; hinzugefigt, die eben

jene Funktionalitét erfillt (siche auch Abbildung [28)).

Aus der maximalen Verzogerung ergibt sich, dass legalDelay;; ein Token entnommen wer-
den muss, wenn dji Zeiteinheiten seit Beendigung der Aktion j vergangen sind. Sobald also
ciﬂ Zeiteinheiten vergangen sind, seitdem finished; ein Token erhalten hat, muss ein To-
ken aus legalDelay;; entfernt werden. Dabei ist zu beachten, dass, nachdem finished; ein
Token erhalt, wegen der minimalen Verzogerung zunéchst d;; Zeiteinheiten vergehen, bevor
legalDelay;; ein Token erhalt. D.h. nachdem legalDelay;; ein Token erhalt, diirfen noch
cij — dj; Zeiteinheiten vergehen, bevor das Token aus legalDelay;; entfernt werden muss.
Um dies zu erreichen, wird fiir jedes Tupel (j,7) mit ¢ € [n] und j € Pre; zusétzlich eine
Transition max Delay;; hinzugefiigt, die genau czji — d;; Zeiteinheiten nach ihrer Aktivierung
schalten muss und ein Token aus legalDelay;; entzieht. Abbildung [28] veranschaulicht die
Konstruktion fiir eine Aktion ¢ und ihre Vorgangeraktionen jy, ..., 5;. Zu beachten ist dabei,
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dass laut Definition |§| d;i < dj; fir alle (j,1) € V gilt, weshalb (dj; — dj;;) € Ny gilt und die
Verwendung dieses Wertes in einem Zeitintervall erlaubt ist.

finished;, legal Delay;, ;

minDelay;,; maxDelay;,;
Q . . ()i = djyi), (djys — djys)]
[djui, djyi]
° ° start;
. []
[ ] [ ] 07 OO]

. . (i — djia), (dji — dii)]

finished;, B dii

minDelay;,; maz Delay;,;
) legal Delay;,;

Abbildung 28: Modellierung der Vorgéngerrelation einer Aktion ¢ unter Beriicksichtigung der
Verzogerungen.

Auf diese Weise wird die Anforderung, die in Abbildung [27] dargestellt wird, zwar prinzipiell
erfiillt, es treten allerdings technische Probleme auf, die im Folgenden behandelt werden.

Nehmen wir an, dass eine Aktion j genau zwei Nachfolgeaktionen ¢; und iy hat, wobei
die minimalen Verzogerungen gegeben seien durch dj;, = 0 bzw. dj;, = 2, dann ist laut
bisheriger Konstruktion die Aktion j abgeschlossen, sobald sich in finished; genau zwei
Token befinden. Wenn das der Fall ist, ergibt sich eine Situation, wie sie in Abbildung
zu sehen ist. Die beiden Transitionen minDelay;;, und minDelay;;, sind — in TPN;
und T'PN, aus der Abbildung — jeweils aktiviert, wegen der Zeitintervalle muss allerdings
minDelay;;, jeweils vor minDelay;;, schalten. Daraus folgt, dass in einer Konstruktion nach
den bisherigen Uberlegungen (siehe auch Abbildung Situationen existieren, in denen die
start;-Transition einer Nachfolgeaktion ¢ von j nie bereit ist zu schalten, weil die Transition
minDelay;; nie schalten kann.

92



legal Delay;;, legal Delay;;, legal Delay;;,

O

minDelay;;, i minDelay;;, l minDelay;;, i
[0,0] [0,0] [0,0]

finished; finished; finished;

minDelay;;, T 2,2] minDelay;;, T 2, 2] minDelay;;, T (2, 2]

) ) )

legal Delay;;, legal Delayj;, legal Delayj;,
TPN; : Die Transitio- | TPNy (T'PN; nach | TPN3; (T'PN; nach
nen minDelay;;, und | dem  Schalten  von | dem Schalten  von
minDelay;;, sind beide | minDelay;;,) : Die Tran- | minDelay;;,) : Keine der
aktiviert. Auf Grund | sitionen minDelayj;, | beiden Transitionen ist

der zugehorigen Zeitin- | und minDelay;;, sind | aktiviert.
tervalle muss allerdings | beide  aktiviert.  Auf
zundchst  minDelay;;, | Grund der zugehori-
schalten gen Zeitintervalle muss
allerdings zunéchst
minDelay;;, schalten

Abbildung 29: Illustriert ein Problem der Konstruktion nach Abbildung

Dieses Problem lésst sich beheben, indem fiir jede Aktion j und jede Aktion i € Post;
eine Stelle notStartedDelay;; hinzugefiigt wird, die Vorstelle von minDelay;; ist und initial
ein Token enthélt (siehe auch Abbildung . Dadurch ergibt sich, dass die minDelay;;
Transitionen jeweils nur genau einmal schalten kénnen, wodurch oben beschriebene Situation
nicht mehr auftreten kann.

33



finished;, notStartedDelay;, ;

legal Delay;, ;

maz Delay;, ;
minDelay;, ; . . [(djyi — djpi), (dji — djyi)]
[djlia djli]
° start;
. []
* 0, o0
minDelay;,; mazx Delay;,;
(- ;1) [0 B [y — di). (dji — )]
legal Delay;,;
finished;, notStartedDelay;,;

Abbildung 30: 1. Verbesserung der Modellierung der Vorgéngerrelation einer Aktion ¢ unter
Berticksichtigung der Verzogerungen.

Doch auch mit der Konstruktion, die in Abbildung[30]dargestellt wird, ergeben sich ungewoll-
te Effekte, die aus der Definition des Schaltens von zeitbehafteten Petri-Netzen resultieren
(siehe auch Definition 28)). Diese besagt, dass nach dem Schalten einer Transition ¢ eines
zeitbehafteten Petri-Netzes von Zustand z = (m, h) in Zustand 2z’ = (m/, '), mit m, m’ als
p-Markierungen und h, h’ als t-Markierungen des Petri-Netzes, gilt, dass h'(t') = 0 fir alle
Transitionen ', die m- und m/-aktiviert sind und gemeinsame Vorstellen mit ¢ haben. Diese
Tatsache kann zu Problemen mit der bisher beschriebenen Modellierung der Vorgangerrela-
tion fiithren.

Nehmen wir an, eine Aktion j hat genau zwei Nachfolger i1, 72, wobei die minimale Verzo-
gerung gegeben sei durch d;;, = 1 und d;;, = 2. Sei auBerdem die Aktion j beendet, sodass
gerade zwei Token in Stelle finished; gelegt wurden. Laut aktueller Konstruktion ergibt
sich dann eine Situation, wie sie in T"PN; aus Abbildung [31] zu sehen ist. Im Zustand, der
in TPN; dargestellt ist, muss zunachst eine Zeiteinheit vergehen, bis minDelay;;, schalten
kann. Daraus ergibt sich die Situation, die in T'P N, dargestellt ist. Nach dem Schalten von
minDelay;;, (sieche TPN3), wird der Wert der ¢-Markierung, die sich durch das Schalten er-
gibt, fiir die Transition minDelay;;, auf 0 gesetzt, weil die beiden Transitionen gemeinsame
Vorstellen haben.
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notStartedDelay;;,

minDelay;, .
[1,1]

finished;

minDelay;;, . (2, 2]

notStartedDelayj;,

notStartedDelay;;,

minDelay;;, .
[1,1]

finished;

minDelay;i, . 2,2]

notStartedDelayj;,

notStartedDelay;;,

minDelay;;, .

[1,1]
finished,;

minDelay;;, . (2, 2]

notStartedDelay;;,

TPN,; Ausschnitt des
konstruierten zeitbehafte-
ten Petri-Netzes, nachdem
Aktion j ,beendet wurde.

TPN,: TPN; nachdem eine
Zeiteinheit vergangen ist.

TPN; TPNs; nachdem
Transition minDelay;;, ge-
schaltet hat.

notStartedDelay;;,

minDelay;;, .

[1,1]
finished;

mianDelay;;, . (2, 2]

notStartedDelay;;,

minDelay;;, .

1,1
finished;

mianDelay;i, . 2, 2]

notStartedDelay;;, notStartedDelay;;,
TPNy : TPN; nachdem | TPN5s : TPN; nach dem
zwei Zeiteinheiten vergan- | Schalten von Transition
gen sind. minDelayj;, .

Abbildung 31: Illustriert ein Problem der Konstruktion nach Abbildung
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Bevor minDelay;;, schalten kann, miissen also nochmal 2 Zeiteinheiten vergehen (siehe
TPN,). D.h. zwischen erstmaliger Aktivierung und dem Schalten von Transition minDelay;;,
vergehen in dieser Situation mindestens 3 Zeiteinheiten, obwohl die minimale Verzogerung
zwischen 7 und iy den Wert 2 hat. Dieser Effekt ist unerwiinscht, weil er zum Beispiel im
Fall dj; = d;-i dazu fithren kann, dass in einem Schedule, der aus einem durchfithrbaren Lauf,
der nach mg,q flihrt, berechnet wurde, die maximale Verzogerung nicht eingehalten wird.

Dieses Problem lasst sich beheben, indem dafiir gesorgt wird, dass die Transitionen minDelay;;
einer Aktion j und ihrer Nachfolger i keine gemeinsamen Vorstellen mehr haben. Um dies zu
erreichen, werden die Kanten von finished; zu den Transitionen minDelay;; entfernt. Statt-
dessen wird jeweils eine neue Transition startDelay;; eingefiigt, die eine eingehende Kante
von finished; sowie eine ausgehende Kante in eine ebenfalls neue Stelle startedDelay;; hat.
Von startedDelay;; nach minDelay;; wird ebenfalls eine Kante gezogen. Dabei ist zu be-
achten, dass vor dem Schalten der Transitionen startDelay;; keine weiteren Zeiteinheiten
vergehen diirfen, damit zwischen der Aktivierung von startDelay;; und dem Schalten von
minDelay;; jeweils genau dj; Zeiteinheiten vergehen. Aus diesem Grund wird das Zeitinter-
vall der Transitionen jeweils auf [0, 0] gesetzt. Abbildung [32| illustriert dies.

max Delay;, ;

finished;, . [ Czjli — djyi), (Czjli —dji)]
d

minDelay;,;

(
startDelay;, ; .—»Q . l
(

egal Delay;, ;
[0,0] startedDelay;, ; ([djsis djyi]

start;

[} ° °
[ J ® °
* * * 0, <]
startDelay;,; minDelay;,;
[07 0] FQ . legalDelayj”'
startedDelay;,; [dir djyi]

finished,, B (4 — ), (ds — )]

maz Delay;,;

Abbildung 32: 2.Verbesserung der Vorgéngerrelation einer Aktion ¢ unter Berticksichtigung
der Verzogerungen.
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Jetzt haben die Transitionen minDelay;; zwar keine gemeinsamen Vorstellen mehr, dafiir
aber die Transitionen startDelay;;. Da das Zeitintervall der Transitionen jeweils auf [0, 0]
gesetzt wird, stellt dies kein Problem dar, denn ein Zuriicksetzen des h-Wertes einer aktivier-
ten Transition verandert den Wert der Transition nicht, weil dieser vorher ohnehin 0 gewesen
sein muss.

Betrachtet man noch einmal die Situation aus Abbildung[29] dann stellt man fest, dass diese
Situation mit der Konstruktion aus Abbildung [32] nicht mehr vorkommen kann. Denn sei
J eine Aktion, dann gibt es fiir jede Nachfolgeaktion 7 von j eine Transition startDelay;;,
die finished; als Vorstelle hat. Diese Transitionen haben jeweils ein Zeitintervall von [0, 0],
weshalb keine der Transitionen startDelay;; zwingend vor einer anderen geschaltet werden
muss. Daraus resultiert, dass die notStartedDelay;; Vorstelle, die in Abbildung[30]eingefiihrt
wurde, nicht mehr bendtigt wird.

Der Pseudocode @ veranschaulicht die Konstruktion fir ein gegebenes Tupel (j,7) € V mit
i,j € [n]. Dabei ist zu beachten, dass der Pseudocode fir jedes Tupel t € V ausgefiithrt
werden muss.

Algorithm 6: ModelPredecessorRelationAndDelays(PredecessorTuple (j,1%))

Input: Ein Tupel (j,7) € V mit i,j € [n]

Data: Das RCPSP X, das bisher konstruierte zeitbehaftete Petri-Netz Z

Result: Das zeitbehaftete Petri-Netz Z erweitert um die Modellierung der
Vorgéngerrelation (j,7) sowie der Verzogerungen zwischen Aktion j und Aktion i

begin

P := P U {legal Delay;;, startedDelay;; }
T =T U{minDelay;;, maxDelay;;, startDelay;; }
F := FU{(finished;, startDelay;;)}
U{(startDelay;;, startedDelay;;), (startedDelay;;, minDelay;;) }
U{(minDelay;;, legal Delay;;), (legal Delay;;, maxDelay;;), (legal Delay;;, start;) }
1 , falls f = (finished;, startDelay;;)
1 , falls f = (startDelay;;, startedDelay;;)
1 , falls f = (startedDelay;;, minDelay;;)
W(f)=41 , falls f = (minDelayj;, legal Delay;;)
1 , falls f = (legalDelay;;, maxDelay;;)
1 , falls f = (legalDelayj;, start;)
W(f) , sonst
(djz', dﬂ) s falls t = mmDelayji
[(t) _ (dAjZ — djz'a dAjZ' — dﬂ) s falls t = maxDelayji
(0,0) , falls t = startDelay;;
I(t) , sonst
0 , falls p = legal Delay;;
mo(p) := { 0 , falls p = startedDelay;;
mo(p) , sonst

Fiir jede Nachfolgeaktion 4 einer Aktion j wird also ein Token aus finished; entnommen.
Dabei ist zu beachten, dass die Aktion j mehrere Nachfolgeaktionen haben kann. Jede der
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startDelay;;-Transitionen dieser Nachfolgeaktionen muss ein Token aus finished; entneh-
men, damit die jeweilige Nachfolgeaktion durchgefithrt werden kann. Sei Post; = {b €
[n]|(7,b) € V} die Menge der Nachfolgeaktionen einer Aktion j, dann miissen beim Ausfiihren
dieser mindestens # Post; Token in die Stelle finished; gelegt werden. D.h. fiir eine Aktion
j und die Modi m € [M;] muss jede Transition modus;,, mindestens # Post; Token in die
Stelle finished; legen. Dies stellt den Grund dar, weshalb in Abschnitt entsprechende
Kanten mit maz{#Post;, 1} gewichtet wurden. Sollte eine Aktion keine Nachfolgeaktionen
haben, werden die entsprechenden Kanten mit 1 gewichtet, denn, wie in der Einleitung dieses
Kapitels erwahnt wurde, soll in der Markierung mg,q jede finished; Stelle, deren Aktion j
keine Nachfolgeaktionen hat, ein Token enthalten.

4.3.5 Modellierung der zu erreichenden p-Markierung

Mit Hilfe der eingefiihrten Konstruktion ist es nun moglich, ein zeitbehaftetes Petri-Netz aus
dem gegebenen RCPSP zu erhalten. Im Kontext der Ziele der Konstruktion wurde erlautert,
dass auch eine Markierung mg.,; konstruiert werden soll, die genau dann erreichbar sein soll,
wenn das gegebene RCPSP eine Losung hat. Dabei soll aus einem durchfiihrbaren Lauf, der
ZU Mygoq fithrt, ein Schedule berechenbar sein.

Damit dies mit der eingefithrten Methode moglich ist, darf Markierung 14, nur erreichbar
sein, wenn die start;- und modus;,- Transitionen fiir jede Aktion i € [n] und jeweils einen
Modus m € [M;] im durchfiihrbaren Lauf vorkommen. Um dies zu erreichen, wird definiert,
dass in Markierung my,, die Stellen finished; der Aktionen ¢ € [n] genau dann ein Token
enthalten sollen, wenn sie keine Nachfolgeaktionen haben, also Post; = (). Alle anderen
Stellen sollen keine Token enthalten.

Wenn dies der Fall ist, miissen genannte Transitionen fiir alle Aktionen im durchfiithrba-
ren Lauf enthalten sein. Denn die finished-Stellen der Aktionen ohne Nachfolgeaktionen
wiirden keine Token enthalten, wenn die Transitionen nicht fiir die entsprechenden Aktio-
nen geschaltet hatten. Damit diese Transitionen schalten konnten, mussten alle finished,
Stellen der Vorgangeraktionen j € Pre; Token enthalten haben, die aber entzogen wurden,
was wiederum nur moglich ist, wenn die genannten Transitionen fiir entsprechende Aktionen
geschaltet haben. Diese Kausalitat setzt sich fort bis zu den Aktionen, die keine Vorgénger
haben.

Pseudocode m veranschaulicht die Konstruktion von mgyq.

Algorithm 7: ModelMGoal()
Data: Das RCPSP X, das vollstandige konstruierte zeitbehaftete Petri-Netz Z
Output: Die Markierung mgoq
begin
(p) = 1 , falls p = finished; fur eine Aktion i € [n] mit Post; = ()
Mgoal D) - 0 , sonst
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Sobald alle finished-Stellen, deren Aktionen keine Nachfolger haben, ein Token erhalten
haben, ldsst sich ein Schedule nach eingefiihrter Methode berechnen. Die Tokenzahl der
iibrigen Stellen spielt in dem Kontext im Prinzip keine Rolle.

Um myeq allerdings formal in Hinblick auf das Erreichbarkeits-Problem verwenden zu kon-
nen, muss sie fiir alle Stellen angeben, wie viele Token diese haben sollen. Dies stellt insofern
ein Problem dar, dass die Ressourcen-Stellen noch Token enthalten kénnen, wenn alle Ak-
tionen abgeschlossen sind und die genaue Zahl dieser nicht bekannt ist. Deshalb wird die
Konstruktion um Transitionen erweitert, die es erlauben, Token aus den Stellen zu entziehen,
die Ressourcenvorkommen reprasentieren. Fir jede Ressource k € [e] bzw. ¢ € [v] wird also
eine Transition e Removey, bzw. nRemove, hinzugefiigt, die jeweils die Vorstelle e Ressourcey,
bzw. nRessource, hat und aus dieser beim Schalten genau ein Token entnimmt. Mit Hilfe
der neuen Transitionen kénnen also jederzeit alle Token aus den Ressourcen-Stellen entzogen
werden, sodass spezifiziert werden kann, dass diese in Markierung mg.q keine Token enthal-
ten. Der Pseudocode [§ bzw. [9] veranschaulicht dies fiir eine erneuerbare Ressource k € [e]
bzw. nicht erneuerbare Ressource ¢ € [v].

Algorithm 8: ModelRemovalRenewableRessource(RenewableRessource k)

Input: Eine erneuerbare Ressource k € [e]

Data: Das RCPSP X, das bisher konstruierte zeitbehaftete Petri-Netz Z

Result: Das zeitbehaftete Petri-Netz Z erweitert um das Entfernen der erneuerbaren
Ressource k

begin
T = {eRemovek}'
{(eRessourcey, eRemovey,) }
, falls f = (eRessourcey, e Removey,)
{ , sonst
(0, , falls t = eRemovey,
@) { I(t ) , sonst

Algorithm 9: ModelRemovalNonRenewableRessource(NonRenewableRessource k)

Input: Eine nicht erneuerbare Ressource ¢ € [v]
Data: Eine nicht erneuerbare Ressource ¢, das RCPSP X, das bisher konstruierte
zeitbehaftete Petri-Netz Z
Result: Das zeitbehaftete Petri-Netz Z erweitert um das Entfernen der nicht erneuerbaren
Ressource ¢

begin
T = {nRemoveq}'
{(nRessource,, nRemove,)}
, falls f = (nRessource,, nRemove,)
{ , sonst
(0, , falls t = nRemove,
{ I(t ) , sonst

Dabei ist zu beachten, dass der Pseudocode in der vollstandigen Konstruruktion fiir jede
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erneuerbare Ressource k € [e] bzw. nicht erneuerbare Ressource ¢ € [v] ausgefithrt werden
muss.

Mit der Konstruktion der Entfernung der Ressourcen sowie der zu erreichenden Markierung
kann im Folgenden die vollstandige Konstruktion formuliert werden.

4.3.6 Volistandige Konstruktion

In diesem Abschnitt werden schliefflich die einzelnen Teil der Konstruktion zusammengefiigt.
Dabei lassen sich folgende Abhédngigkeiten zwischen den einzelnen Teilen identifizieren, die
die Reihenfolge der Ausfithrung beeinflussen:

e Bevor der Ressourcenverbrauch der Aktionen modelliert werden kann, miissen die Ak-
tionen und Ressourcen bereits modelliert sein.

e Fiir die Modellierung der Vorgéngerrelation und Verzogerungen, miissen die Aktionen
bereits modelliert worden sein.

e Die Modellierung der Ressourcen und des Entfernens der Ressourcen muss jeweils fiir
jede erneuerbare bzw. nicht erneuerbare Ressource durchgefiihrt werden. Dies kann
jeweils in einer einzelnen Schleife geschehen.

e Die Konstruktion der Aktionen sowie der Ressourcennutzung der Aktionen muss je-
weils pro Aktion durchgefiithrt werden, deshalb kann dies in einer einzelnen Schleife
geschehen.

® Mgy kann erst modelliert werden, wenn das zeitbehaftete Petri-Netz komplett kon-
struiert wurde.

Algorithm 10: transformation(RCPSP X)

Input: Ein RCPSP X

Result: Ein zeitbehaftetes Petri-Netz Z und eine Markierung mgoq
begin

Z = (P, T,F,W,mg,I)

initialization()

for k € [e] do

Model Renewable Ressource(k)

| Model Removal Renewable Ressource(k)

—

or ¢ € [v] do
Model N onRenewable Ressource(q)
| Model Removal N on Renewable Ressource(q)
for i € [n] do
Model Action(1)
| ModelRessourceU sage(i)
for t = (j,i) € V do
| Model Predecessor RelationAndDelays((j, 1))

| Mygoar = model M Goal()
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Aus diesen Uberlegungen ergibt sich Pseudocode , der die komplette Konstruktion be-
schreibt. Die vollstdndige Konstruktion wird im Folgenden anhand eines Beispiels veran-
schaulicht.

4.3.7 Beispiel

Gegeben sei das RCPSP X = (D, [n], [e], [v], R, R", M,p,r®,r",V,d, cf), das mit Hilfe von
Tabellen und Vorgangerrelation-Graph in Abbildung [33] beschrieben ist. Zusétzlich sei der
Zeithorizont durch D = 15 gegeben.

Modus | Bearbeitungszeiten und Ressourcenbedarfe

Aktionen 2 3 4

1 Bearbeitungszeit 3 2 5
Verbrauch Ressource 1 20 0 O

1 (nicht erneuerbar) | 0 40 80
Aktionen 3 4

5 Bearbeitungszeit 3 10
Verbrauch Ressource 1 0 0

1 (nicht erneuerbar) 20 60

Ressourcen |1 1 (nicht erneuerbar)
Vorkommen | 30 80

C [5,10] @

[0,0]

Abbildung 33: Beispiel fiir ein RCPSP mit Multiple Modes, Verzogerungen und nicht erneu-
erbaren Ressourcen.

Fihrt man die Konstruktion fiir das RCPSP aus, ergibt sich das zeitbehaftete Petri-Netz
Z =(P,T,F, W, mg,1I), das in Abbildung [34| dargestellt wird.

Neben dem zeitbehafteten Petri-Netz liefert die Konstruktion auch die p-Markierung mgoq-
Betrachtet man den Vorgangerrelation-Graph, dann féllt auf, dass lediglich Aktion 3 keine
Nachfolgeaktionen hat. Laut Konstruktion ist mgeq : P — N also definiert durch:

1, falls p = finished
Mgoal (P) = { 0 , sonst ’
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Abbildung 34: Konstruiertes zeitbehaftetes Petri-Netz zum Beispiel, das in Abbildung

beschrieben wird.



Um einige Aspekte des konstruierten zeitbehafteten Petri-Netzes naher zu veranschaulichen,
betrachten wir nun einige durchfiihrbare Laufe in Z, die vom initialen Zustand z, ausgehen.
Aus diesen Léufen werden entsprechend der Methode, die in Abbildung skizziert ist,
Schedules berechnet. Dabei wird auffallen, dass sich aus den Léufen, die nicht zu mgeq
fithren und sich auch nicht so erweitern lassen, dass sie 1My, erreichen, nur nicht zuléssige
Schedules berechnen lassen, wihrend sich aus anderen Laufen zuldssige Schedules berechnen
lassen. Tabelle [ zeigt einen ersten durchfithrbaren Lauf in Z.

Durchfiihrbarer Lauf Kommentar
Abstrakt Konkret

T0 0

t1 starts

1 0

to modusy ; moe =1

T2 3

t3 finishg

T3 0

ta startDelays 3

Ty 0

ts starty

Ts 0

ts modusy my =1 Entnimmt 80 Token aus Stelle
nRessource;

T6 5

ts finishag

T7 0

ts minDelays; 3

T8 0

to startDelay, s

T9 O

tio minDelay, s

T10 0

t11 starts

11 0 moduss; und modusss kon-
nen wegen fehlender Token in
nRessource; nicht schalten.

ti9 noRessourcess Deshalb muss noRessourcess

schalten. Danach kann mg.
nicht mehr erreicht werden.

Tabelle 4: Beispiel fiir einen durchfithrbaren Lauf im Petri-Netz aus Abbildung , der nicht

ZU Mygoq fiihrt.

In diesem Lauf schaltet unter anderem die Transition modus,;, die 80 Token aus Stelle
nRessource; entnimmt. Laut Methode zum Berechnen eines Schedules aus einem Lauf in
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Z wird in diesem Schedule Aktion 4 in Modus 1 gestartet. Betrachtet man die Ressourcen-
bedarfe im Beispiel, dann fallt auf, dass in dem Schedule Aktion 3 nicht mehr ausgefiihrt
werden kann. Fiir Aktion 3 ergeben sich zwei Falle:

1. Aktion 3 wird in Modus 1 ausgefiihrt, dann gilt 3%, Ti1m;, = 0+40+80 = 120 > 80 =
RY. Damit wird das Vorkommen der nicht erneuerbaren Ressource 1 iiberschritten. Der
Schedule ist also nicht zuléssig.

2. Aktion 3 wird in Modus 2 ausgefiihrt, dann gilt >3, Ti1m; = 0+20+60 = 100 > 80 =
R}. Damit wird das Vorkommen der nicht erneuerbaren Ressource 1 tiberschritten. Der
Schedule ist also nicht zuléssig.

In beiden Féllen ergibt sich kein zuldssiger Schedule. Folgerichtig kénnen die Transitionen
moduss, und moduss o in besagtem Lauf nicht schalten, weshalb Transition noRessourcess
schalten muss und my,q nicht erreicht wird und auch nicht mehr erreicht werden kann.

Tabelle [5] zeigt einen weiteren durchfithrbaren Lauf in Z.

Durchfihrbarer Lauf Kommentar

Abstrakt Konkret

7o 0 1S =S =0

t starts Sy=2171,=0

T 0

to starty

T2 O

t3 modusy my =1

T3 O

ty moduss moy = 1

T4 3

t5 finiSth

T5 O

ts startDelays 3

T6 2

t7 fi?’LZ‘Sh471

T7 0

tg startDelay, s

T8 O

tg minDelay, s

T9 0

t1o maxDelay, 3

T10 3

t11 minDelays 3

T11 5

tio maxDelays 3

Tabelle 5: Beispiel fiir einen durchfiihrbaren Lauf im zeitbehafteten Petri-Netz aus Abbil-
dung , der nicht zu mg, flihrt.
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In diesem Lauf werden die Transitionen starts, starty, modus,; und modussy; geschaltet,
woraus sich die Werte Ss, S4, my4, mo des Schedules berechnen lassen. Auch dieser Schedule
kann fiir keine Belegung von S3 und mg zulassig werden. Betrachte dazu, die gegebenen
Verzogerungen 62273 = 10 und d4 3 = 0. Fiir einen zulassigen Schedule miisste gelten:

1.

So + D2my + Ci2,3 < S3
= Sy +pa1 + 622,3 < Ss
=04+3+10=13<5;

2.

S+ Dam, +daz > S
=S4 + pag +dag
=0+5+0=5> 53

Damit miisste gelten, 13 < S5 < 5, was einen Widerspruch darstellt. Konsequenterweise kann
ein zulassiger Lauf, der die angegebene Schaltfolge aus Tabelle 5| verlangert, niemals starts
enthalten, denn max Delays 3 und max Delay, 3 haben bereits geschaltet, sodass starts nicht
mehr aktiviert werden kann. Dementsprechend erhélt finisheds nie ein Token und mgeq
wird nicht erreicht.

Tabelle [6] zeigt einen weiteren durchfithrbaren Lauf in Z. Aus diesem durchfithrbaren Lauf
lasst sich ein Schedule ablesen. Dieser Schedule ist zuléssig, denn es gilt:

® Si+Pamy +daz=Si+pi2+diz=0+10+0=10
® Sy +pPomy, +dog =95 +pa1+doz=0+3+5=8
© Si+pumy +dig=Si+piz+diz=0+10+0= 10
® So+ Pams +0ZQ,3 =Sy + D2 +622,3 =04+3+10=13
e S; =10
Damit werden die Verzogerungen eingehalten, weil dann auch gilt:

® Si+ Pam, +diz=10<10=S;

Sy + Pamy + dys =10 >10 = Ss
S+ Dam, +daz =8 <10 =53

SQ +p2,m2 + 62273 =13>10 = 53
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Zusatzlich werden auch die Ressourcenvorkommen nicht tiberschritten. Betrachte dazu zu-
nachst die erneuerbare Ressource 1. Diese wird nur von Aktion 2 verwendet. Weil diese nur
20 der insgesamt verfiigharen 30 Einheiten verwendet, wird das Vorkommen zu keinem Zeit-
punkt iiberschritten. Die nicht erneuerbare Ressource 1 wird von Aktion 3 und 4 benétigt,
wobei die Erstere im Modus 2 genau 20 und Letztere im Modus 2 genau 60 Einheiten beno-
tigt. Damit werden insgesamt 80 Einheiten verwendet, wodurch das maximale Vorkommen
von 80 nicht iiberschritten wird.

Es ist aulerdem leicht zu sehen, dass alle Startpunkte innerhalb des Zeithorizonts liegen.

Durchfithrbarer Lauf Kommentar

Abstrakt Konkret

7o 0 }5’4 =l =0

t1 start, So = 12”_:10 Tw = 0

1 O

to starty

T2 0

ts moduss my =1

T3 0

ty modusy o my = 2

T4 3

t5 finiShQJ

Ts 0 Sy =M lr =10

te startDelays 3

T6 5

tr minDelays 3

T7 2

tg fim'sh4,2

T8 0

to startDelay, 3

To9 0

tio minDelay, s

T10 0

t11 starts

T11 0

tlg modus;),,g msz = 2

T12 3

t13 fZ'TLZ'Sh&Q

Tabelle 6: Beispiel fiir einen durchfiihrbaren Lauf im zeitbehafteten Petri-Netz aus Abbil-
dung . Der durchfiihrbare Lauf kann so erweitert werden, dass er zu mg,q; fithrt

Der angegebene Lauf fithrt zu einer p-Markierung, in der nur die Stellen finisheds; und
eRessource; Token enthalten. Der Lauf kann also mit Hilfe von Schaltungen der e Remowve;-
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Transition so verldngert werden, dass er zu einer p-Markierung fiithrt, in der nur noch die
Stelle finisheds Token enthélt. Dies Markierung entspricht dann 1.

5 Fazit und Ausblick

Nachdem eine Einfiihrung in Resource-constrained project scheduling problems mit Modi,
erneuerbaren Ressourcen und Verzégerungen (RCPSP) sowie in zeitbehaftete Petri-Netze
gegeben wurde, wurde in dieser Arbeit eine Konstruktion prasentiert, die es erlaubt, Erstere
mit Letzteren zu modellieren. Dabei wurde das Erreichbarkeits-Problem der zeitbehafteten
Petri-Netze genutzt, um eine ,,genau dann, wenn“-Beziehung zwischen beiden Modellen her-
zustellen, indem die angegebene Konstruktion aus jedem RCPSP X ein Tupel (Z,m0u)
konstruiert, wobei Z ein zeitbehaftetes Petri-Netz und my.q eine p-Markierung von 7 ist,
sodass Mo, genau dann erreichbar in Z ist, wenn X eine Losung hat. Zusatzlich wurde
ein Verfahren eingefiihrt, das es ermoglicht, aus durchfithrbaren Léufen in Z, die zu mgeq
fithren, zulassige Losungen fiir das urspriinglich gegebene RCPSP zu berechnen.

Waihrend zwar andere Arbeiten existieren, die sich ebenfalls mit der Modellierung von
Scheduling-Problemen mit Hilfe von Petri-Netzen beschéftigen, grenzt sich diese Arbeit von
ihnen in der Wahl der zu modellierenden Probleme und der verwendeten Petri-Netz-Variante
ab. So gibt beispielsweise [1] eine Modellierung mit Hilfe von timed Petri Nets anstelle von
zeitbehafteten Petri-Netzen an, wobei ein anderes Scheduling-Problem zugrunde liegt, das
zum Beispiel keine Verzogerungen und erneuerbare Ressourcen beinhaltet und allgemein eine
andere Art der Ressourcen-Modellierung verwendet. Dadurch unterscheidet sich die Model-
lierung — abgesehen von kleineren Ahnlichkeiten — deutlich von der Konstruktion aus dieser
Arbeit. Auch (der Artikel) [11] beschéftigt sich mit Scheduling-Problemen und Petri-Netzen,
wobei Job Shop Scheduling und timed Petri Nets zugrunde liegen, wodurch ein deutlicher
Unterschied zum Ansatz dieser Arbeit besteht. Zusétzlich existiert noch eine Reihe von Ar-
tikeln, die sich mit Modellierung und Scheduling von Flezible Manufacturing Problems be-
schéftigen. Ein Beispiel dafiir ist der Artikel [10], der sich neben einem anderen betrachteten
Problem auch durch die Wahl der Petri-Netz-Variante von dieser Arbeit unterscheidet. 18]
fasst auerdem eine Anzahl an Arbeiten zusammen, die sich — im Gegensatz zu dieser Arbeit
— mit Produktions-Scheduling befassen und dabei unterschiedlichste Petri-Netz-Varianten
verwenden.

Fiir die weitere Arbeit an den Methoden, die in dieser Arbeit vorgestellt wurden, ergeben
sich zwei Ansatzpunkte:

e Erweiterung der Konstruktion

e Nutzung der Konstruktion

Wir haben bereits gesehen, dass sich die Konstruktion, die in dieser Arbeit vorgestellt wur-
de, von vielen anderen Modellierungen im betrachteten Problem unterscheidet. Um diese
Abgrenzung weiter auszubauen, konnte die Konstruktion in weiterfiithrenden Arbeiten da-
hingehend erweitert werden, dass RCPSPs mit zusétzlichen Erweiterungen behandelt werden
konnen. [9], [2] und [7] listen solche Erweiterungen fiir RCPSPs auf.
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In Bezug auf den zweiten Ansatzpunkt wurde bereits in der Einleitung die Mdoglichkeit, die
Konstruktion zur Analyse von Scheduling-Problemen zu verwenden, als Motivation fiir die
Durchfiihrung dieser Arbeit genannt. Spéter wurde ausgefiihrt, dass das Erreichbarkeits-
Problem zur Ausfithrung einer Analyse genutzt werden kann. Eine Voraussetzung fir die
erfolgreiche Umsetzung ist es dabei, dass die Konstruktion tatséchlich korrekt ist, also dass
die ,genau dann, wenn“-Beziechung wie geplant vorliegt. In Kapitel wurden zwar Ar-
gumente und Begriindungen fiir die Korrektheit der Konstruktion geliefert und auch das
in Abschnitt 4.3.7 betrachtete Beispiel bekriftigt diese, um allerdings eine formale Bestéti-
gung der Korrektheit zu erhalten, konnte in weiterfithrenden Arbeiten ein Korrektheitsbeweis
durchgefiithrt werden.

Um schliellich Analysemethoden nutzen zu kénnen, muss die Konstruktion fiir gegebe-
ne RCPSPs durchgefiihrt werden. Betrachtet man das Beispiel aus Abschnitt [£.3.7, dann
fallt auf, dass das konstruierte zeitbehaftete Petri-Netz bereits fiir sehr kleine Scheduling-
Probleme einen groflen Umfang annimmt, sodass eine Durchfithrung der Konstruktion ,per
Hand“ schnell nicht mehr in Frage kommt. Ein nachster Punkt fiir weitere Arbeiten ist also
eine Implementierung, die eine Eingabe von RCPSPs ermdglicht, die Konstruktion durch-
fithrt und das Ergebnis in einem geeigneten Format ausgibt.

Ein letzter Ansatz zur Nutzung der Konstruktion ist es schliefflich, die Analysemethoden
fiir zeitbehafete Petri-Netze auf Beispielprobleme anzuwenden und die Ergebnisse mit Ana-
lysemethoden fiir Scheduling-Probleme zu vergleichen, um eine Einschétzung zu gewinnen,
inwiefern sich die Nutzung der Konstruktion und Analysemethoden fiir Scheduling-Probleme
lohnt. Dazu konnten Software-Tools, wie zum Beispiel der in [4] prasentierte Model-Checker
,Romeo*“, und andere Verfahren, wie zum Beispiel die in [16] vorgestellten, genutzt werden.
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