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1 Einleitung

Endliche Automaten spielen in vielen Gebieten der Informatik eine grofte Rolle. Anwen-
dungen umfassen z. B. Compilerbau, Modellierung oder Model-Checking.

Zwei der bekanntesten Typen von Automaten sind deterministische endliche Automa-
ten (DEA) und nicht-deterministische endliche Automaten (NEA). Obwohl NEAs nicht-
deterministisch sind und dadurch mehr M&glichkeiten haben, erkennen beide Typen von
Automaten die selbe Klasse von Sprachen [RS59].

Fiir viele Anwendungen, wie z.B. dem Compilerbau oder dem Parsen von regulédren
Ausdriicken, werden dabei NEAs verwendet, da diese oft einfacher zu konstruieren sind.
Insbesondere sind NEAs oft wesentlich kleiner als dquivalente DEAs. Fiir die eigentliche
Anwendung werden jedoch normalerweise DEAs bendtigt, da Software auf existierenden
Computern nur deterministisch ausgefiihrt wird. Aus diesem Grund wird ein NEA oft in
einen dquivalenten DEA umgewandelt. Allerdings werden fiir DEAs im schlimmsten Fall
exponentiell grofere Automaten benétigt, um die gleiche Sprache zu erkennen |[MFT71].

Es gibt eine Reihe wichtiger Entscheidungsprobleme fiir endliche Automaten, die in
diesen Anwendungen benétigt werden. Das Wortproblem fiir endliche Automaten muss
beispielsweise entschieden werden, um zu iiberpriifen ob ein regulérer Ausdruck eine Zei-
chenkette akzeptiert. Auch andere Probleme wie z. B. Leerheit (ob ein Automat kein Wort
akzeptiert), Universalitiit (ob ein Automat alle Worter akzeptiert) oder Aquivalenz (ob zwei
Automaten die gleichen Worter akzeptieren) sind hier von Interesse. Fiir das Leerheitspro-
blem muss lediglich die Erreichbarkeit der Endzustinde gepriift werden. Dieses Problem
ist demnach sowohl fiir DEAs als auch fiir NEAs effizient 16sbar. Fiir viele andere wichtige
Probleme, wie unter anderem Inklusion, Aquivalenz und Universalitit, gibt es zwar fiir
DEAs effiziente Verfahren [HK71|, jedoch sind diese Probleme fiir nicht-deterministische
endliche Automaten PSpace-vollstandig [SM73|. Es ist also kein effizienter Algorithmus
fiir Inklusion, Aquivalenz oder Universalitiit bekannt. Zudem lassen sich diese Probleme
aufeinander reduzieren. Ein Entscheidungsverfahren fiir Inklusion kann mit wenigen An-
passungen verwendet werden, um Universalitit oder Aquivalenz zu 16sen.

Um Universalitat oder Inklusion fiir nicht-deterministische endliche Automaten zu l6sen,
wird fiir gewShnlich der zugehorige deterministische endliche Automat konstruiert. Dieser
wird benétigt, um einen Automaten fiir das Komplement der Sprache zu bilden, damit
dieses auf Leerheit gepriift werden kann. Da dies normalerweise sehr aufwendig ist, gibt es
viele Versuche die vollstdndige Konstruktion dieses Automaten zu vermeiden [DDHROG,
BP13, MC13].

In dieser Arbeit werden einige der existierenden Verfahren diskutiert, sowie ein alternati-
ver Ansatz basierend auf quantifizierte boolesche Formel (QBF) vorgestellt und implemen-
tiert. Das Erfiillbarkeitsproblem fiir QBF ist eines der grundlegenden PSpace-vollstdndigen
Probleme. Ahnlich zum Erfiillbarkeitsproblem von aussagenlogischen Formeln (SAT)!, gibt
es Verfahren die das Losen von Formeln fiir viele Instanzen stark vereinfachen kénnen
[Ten16, LE17, KSGC10]. Viele solcher QBF-Solver treten jihrlich im Wettkampf? gegen-
einander an und sind in der Lage sehr grofte Formeln zu l6sen.

Diese Arbeit behandelt eine Kodierung der Probleme Universalitdt und Inklusion fiir
nicht-deterministische endliche Automaten nach QBF mit dem Ziel die Optimierungen

'SAT competition: http://www.satcompetition.org/
2QBFEval: http://www.qbflib.org/index_eval.php
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moderner Solver zu verwenden, um diese Probleme in akzeptabler Zeit zu entscheiden. Es
soll untersucht werden, wie gut QBF-Solver eine Kodierung der Entscheidungsprobleme
Universalitdt und Inklusion 16sen kénnen und wie gut sich dieser Ansatz zu einer direkten
Implementierung verhalt.

In Kapitel 3 werden zunéchst einige bekannte Verfahren fiir diese Probleme vorgestellt.
Als néchstes werden Kapitel 4 mehrere Varianten einer Kodierung nach QBF erldutert und
anschliefsend implementiert (Siehe Kapitel 5). In Kapitel 6 wird schlussendlich ausgewertet,
wie gut aktuelle QBF-Solver diese Formeln 16sen kénnen und inwiefern diese Ergebnisse
mit Implementierungen bekannter Verfahren vergleichbar sind. Teil der Auswertung ist
auferdem eine Betrachtung der Gréfe und Komplexitét der erzeugten Formeln in Kapitel
6.2.




2 Grundlagen

Zunichst folgen einige grundlegende Definitionen fiir endliche Automaten und quantifizier-
te boolesche Formeln.

2.1 Endliche Automaten

Ein nicht-deterministischer endlicher Automat (NEA) ist ein Tupel A = (Q, %, ¢1, A, F),
wobei gilt:

e () ist eine endliche Menge von Zustdnden. Die Zustdnde des Automaten seien num-
meriert von 1 bis |Q

e > ist ein endliches Alphabet

e ¢ € @ ist der Startzustand des Automaten

e A CQxY xQ sind die Uberginge des Automaten

e [ C (Q ist die Menge der Endzustinde des Automaten

Falls (g,a,p) € A, dann schreiben wir ¢ %4 p. Fiir die Folge 1 254 ¢ 34
Q3. .- Qn—1 a"—_l>A gn Mit w = ag - aq - - - ap, schreiben wir ¢ =4 qn.-

Ein NEA akzeptiert ein Wort w genau dann, wenn q; ==4 p und p € F. Die erkannte
Sprache £(A) des NEA A besteht aus allen Wortern w € ¥*, die von A akzeptiert werden.
Das zugehorige Komplement £(A) der Sprache ist definiert als {w € * | w ¢ L(A)}

Fiir die Lénge eines Wortes w schreiben wir |w|. Das Wort der Lange |w| = 0 wird notiert
als e.

Fiir endliche Automaten kann eine grafische Darstellung verwendet werden. Dabei wird
der Automat als Graph reprasentiert. Die Knoten des Graphen représentieren die Zusténde
des Automaten und sind gegebenenfalls durch eine doppelte Umrandung markiert, falls es
sich um Endzustinde handelt. Die Ubergéinge des Automaten werden durch Kanten im
Graphen dargestellt. Der Startzustand des Automaten wird durch eine eingehende, in der
Luft hdngende Kante markiert. Ein einfacher Automat mit 4 Zustédnden und einigen Kanten
konnte so aussehen (Abbildung 2.1):

Abbildung 2.1: Beispielautomat mit 4 Zustédnden
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2.2 Deterministische endliche Automaten

Ein NEA heift deterministischer endlicher Automat (DEA) gdw. :

Ve QVaeX: {(¢ga,p) €A peQ} =1

Zu jedem NEA A gibt es einen DEA A9, mit £(A) = £(A?) [RS59].
Dieser Automat A? kann mithilfe der Potenzmengenkonstruktion erstellt werden.
Dann sei A? = (Q', %, {q1}, A’, F’), wobei

° Q’:QQ
o N={(p,a,p) | P ={d €Q|3qep: (g,a,¢) e A}}
e '={peQ'|Jqgep: g€ F}

Jeder Zustand p in A% hat genau einen Ubergang (p,a,p’) € A’ fiir jeden Buchstaben
a € .

2.3 Entscheidungsprobleme endlicher Automaten

Es gibt viele Entscheidungsprobleme fiir endliche Automaten. In einer Arbeit von Stock-
meyer und Meyer aus dem Jahr 1973 [SM73| wird die Komplexitét einiger dieser Probleme
diskutiert. Einen Uberblick iiber Entscheidungsprobleme endlicher Automaten gibt aufer-
dem eine Arbeit von Holzer und Kutrib aus dem Jahr 2009 [HK09]. Im Folgenden werden
einige der Entscheidungsprobleme fiir NEAs und DEAs vorgestellt. Wahrend viele Proble-
me fiir DEAs effizient, also in polynomieller Zeit oder besser entschieden werden koénnen,
sind einige der Probleme fiir NEAs um einiges schwerer.

Wortproblem
Gegeben sei ein Automat A und ein Wort w, entscheide ob w € L(A).
Das Wortproblem ist sowohl fiir DEAs, als auch fiir NEAs effizient 16sbar.

Leerheit
Gegeben sei ein Automat A, entscheide ob L£(A) = ().

Dieses Problem ist sowohl fiir NEAs und DEAs effizient zu 16sen, da ein minimal langes
Wort w € £(A) maximal aus |Q] Buchstaben besteht.

Universalitat
Gegeben sei ein Automat A, entscheide ob £(A) = ¥*. Wenn Universalitit nicht gilt, gibt
es ein Wort w mit w ¢ X*. Ein solches Wort w wird auch Gegenbeispiel fiir Universalitat
genannt.

Wiéhrend dieses Problem fiir DEAs effizient zu 16sen ist [HKT71], ist Universalitét fiir
NEAs in PSpace [SM73|.

Inklusion und Aquivalenz
Gegeben seien zwei Automaten A und B, entscheide ob £(A) C L(B). Inklusion kann
dabei auf Aquivalenz (£L(A) = L(B)) erweitert werden, indem auf beidseitige Inklusion
gepriift wird (L(A) C L(B) A L(B) C L(A)).

Wenn Inklusion nicht gilt, gibt es ein Wort w mit w € L(A) A w ¢ L(B). Ein solches
Wort w wird auch Gegenbeispiel fiir Inklusion genannt.

Ahnlich zu Universalitit ist dieses Problem fiir NEAs schwierig, wihrend fiir DEAs ein
effizienter Algorithmus bekannt ist [HK71].
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Minimierung
Minimierung von Automaten ist ein Berechnungsproblem. Gegeben sei ein Automat A,
gesucht ist ein dquivalenter Automat A’ mit minimaler Zustandszahl.

Minimierung von NEAs ist ein schwieriges Problem. Das zugehérige Entscheidungspro-
blem ist ebenfalls PSpace-vollstandig [JR93|.

Fiir die Minimierung von DEAs hingegen ist ein effizienter Algorithmus bekannt [Hop71].

2.4 Quantifizierte boolesche Formeln

Eine QBF ist eine aussagenlogische Formel, in der die Quantoren 3,V es ermdglichen iiber
Variablen zu quantifizieren.
Eine QBF ist dabei wie folgt aufgebaut:

Qiz1Q2z2 ... Qnay @

Wobei Q; € {3,V} und ¢ eine aussagenlogische Formel ist.

Um die Konstruktion von QBFs zu erleichtern, kann diese Definition angepasst werden,
sodass die Schachtelung von Quantoren erlaubt ist. Der Aufbau dieser generalisierten QBF
ist dabei wie folgt induktiv definiert:

e Die Konstanten true und false sind QBF
e Eine Variable z ist eine QBF

e Sei ¢ eine QBF, dann auch Jx ¢

Sei ¢ eine QBF, dann auch Vz ¢

Sei ¢ eine QBF, dann auch —¢
e Seien p und o QBF, dann auch @1 A o

e Seien ¢ und w2 QBF, dann auch ¢ V @9

Weitere logische Operatoren, wie z. B. — koénnen mit den bereits eingefiihrten Operato-
ren ausgedriickt werden.

Eine Belegung ( weist jeder Variable x entweder den Wert $(x) = true oder den Wert
B(x) = false zu. Wir schreiben B[z /true] fiir die Belegung, die alle Variablen y auf den
alten Wert Sz /truel(y) := [(y) setzt, bis auf die Variable z fiir die gilt B[z /true](z) =
true. (Analog fiir B[x/false]). f(¢) wird fiir komplexere QBF induktiv iiber die Struktur
der Formel wie folgt erweitert:

Bty A tbn) = {true falls B(11) = true und S(¢2) = true
false sonst
B V 1) = {true falls B(11) = true oder B(1)2) = true
false sonst
_ Jtrue falls B(3)) = false
| false sonst
BV ) = true falls f[z/true](¢y)) = true und S[z/false|(y)) = true
v | false sonst
83 ¥) = true falls S[z/true](¢) = true oder B[z/false|(y)) = true
! false sonst
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Ein Variablenvorkommen von x heifit frei in ¢, wenn die Variable z in der Formel ¢ nicht
von einem Quantor gebunden wurde. D.h. es gibt ein Vorkommen von x in ¢ auflerhalb
von Teilformeln der Form 3z 1 oder der Form Vz 1.

Eine QBF ¢(x1, ..., z,,), mit freien Variablen x1, ..., z, heift erfillbar genau dann, wenn
es eine Belegung S gibt, sodass f(p) = true. Wir schreiben auch f | ¢. Die Formel
¢ heift giltig genau dann, wenn fiir jede Belegung (3 gilt: 8 = ¢. Bei QBFs ohne freie
Variablen ist giltig und erfillbar also gleichbedeutend.

Eine QBF ist in Prianexnormalform, falls alle verwendeten Quantoren am Beginn der
Formel stehen. Also wenn gilt ¢ = Q121...Qnx, ¥, mit Q; € {3,V}, x; eine beliebige
Variable und v ist eine Formel ohne Quantoren.

Eine Formel ist in konjunktiver Normalform (KNF), falls ¢ in Pranexnormalform und ¢

in der Form A/ l;; mit ;; = i , wobei z;; eine beliebige Variable. Analog gilt bei
i TZij

disjunktiver Normalform (DNF): ¢ = \/ A l;;.
(]




3 Bekannte Techniken

Sowohl Inklusion, als auch Universalitdt von nicht-deterministischen endlichen Automaten
sind PSpace-vollstandig [SM73|. Im Allgemeinen sind also keine effizienten Algorithmen
bekannt, die diese Probleme entscheiden.

Ein sehr einfacher PSpace-Algorithmus um Inklusion zu entscheiden, basiert auf der Po-
tenzmengenkonstruktion. Es gibt jedoch auch einige andere Ansétze, die fiir viele Instanzen
wesentlich schneller sind [DDHR06, BP13].

Eine Sammlung aktueller Forschungsresultate in diesem Bereich ist auf der Website
http://languageinclusion.org verfiigbar.

In diesem Kapitel werden eine Reihe bekannter Techniken vorgestellt. Dabei wird dis-
kutiert, welche Verfahren sich fiir eine Kodierung in QBF eignen.

3.1 Universalitat mittels Potenzmengenkonstruktion

Der einfachste Ansatz Universalitdt (und Inklusion) zu entscheiden verwendet die Potenz-
mengenkonstruktion.

Seien A NEAs. Wenn L£(A) = ¥*, dann gilt Vw € ¥* : w € L(A).

Es muss also gezeigt werden, dass £(A) = ()

Zu diesem Zweck wird der Automat A mithilfe der Potenzmengenkonstruktion in einen
deterministischen Automaten A? umgewandelt (Siehe Kapitel 2.2).

Fiir jedes Wort w € ¥* muss jetzt gepriift werden, ob w € W Wird ein solches Wort
gefunden, ist A nicht universell. Damit dieses Verfahren terminiert ist wichtig, dass nur
endliche viele Gegenbeispiele gepriift werden miissen (Siehe Lemma 4.1.1).

Um zu entscheiden, ob w € £(A) muss nicht der gesamte, potentiell exponentiell grofere,
Potenzautomat vorliegen. Es geniigt, den aktuellen Zustand des Potenzautomaten zu spei-
chern. Der nichste Zustand fiir die Simulation von A% unter w kann bei Bedarf berechnet
werden.

Ein einfacher nicht-deterministischer Algorithmus um zu entscheiden, ob ein Automat
nicht universell ist, benotigt nur polynomiell viel Platz.

Algorithm 1 coNPSpace Algorithmus fiir Universalitét
procedure NICHTUNIVERSELL
M :={aq}
for 0 <i < 219l do
Rate Zustandsmenge N C @)
if M#Nund flae¥: M % 4 N then return false

M := N
returnVge F: q¢ M

Da PSpace = NPSpace = coNPSpace gibt es fiir diesen Ansatz einen PSpace-Algorithmus
[Sav70]. Dementsprechend ist dieses Verfahren fiir eine Kodierung in QBF geeignet.

Um einen solchen Algorithmus zu implementieren muss allerdings eine deterministische
Variante verwendet werden. Daher bietet sich aufbauend auf der Idee von Savitch der
Algorithmus 2 an.

Es ist aukerdem méglich, diesen Ansatz auf Inklusion (und damit auch auf Aquivalenz)
zu erweitern. Fiur den Test zur Inklusion B C A missen die betrachteten Kandidaten

10
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Algorithm 2 coNPSpace Algorithmus fiir Universalitét
procedure NICHTUNIVERSELL
for M CQ\ F do

if Reach({q1}, M,|Q|) then return true
return false

procedure REACH(From, To, i)
if i = 0 then return From = To oder 3a € ¥ : From % 4a To

for M C @@ do

if Reach(From,M,i— 1) A Reach(M,To,i — 1) then return true
return false

fiir Gegenbeispiele zusétzlich die Bedingung w € £L(B) erfiillen. Gesucht sind also Worter
w & L(A) ANw € L(B). Fiir Inklusion miissen zwar eventuell mehr Gegenbeispiele gepriift
werden, jedoch reicht es weiterhin nur endlich viele Worter zu untersuchen (Siehe Lemma
4.2.1).

Eine existierende Implementierung dieses grundlegenden Ansatzes ist in dem Programm
GOAL! [TCT*08] enthalten. GOAL erzeugt zu diesem Zweck als erstes das Komplement
des Eingabeautomaten und testet anschlieffend auf Leerheit. GOAL ist in erster Linie ent-
worfen um mit temporalen Logiken und Biichi-Automaten (eine Art endlicher Automaten
die Worter unendlicher Lénge verwendet) zu arbeiten, kann jedoch unter anderem auch
fiir NEAs verwendet werden.

3.2 Universalitat mittels Antiketten

Wulf, Doyen, Henzinger und Raskin haben im Jahr 2006 einen Algorithmus auf Basis
von Antiketten vorgestellt, der Inklusion von NEAs fiir viele Eingaben schneller entschei-
den kann als der im vorherigen Kapitel vorgestellte klassische Potenzmengen-Algorithmus
[DDHRO6].

Eine Menge F' ist dabei genau dann eine Antikette, wenn es keine zwei Mengen S € F
und S’ € F gibt, sodass S C §’.

Ausgehend von allen nicht akzeptierenden Zusténden, wird es versucht den Startzustand
zu erreichen. Falls der Startzustand jemals erreicht wird, ist der Automat nicht universell.

In einer Menge von Zustandsmengen F wird gespeichert, welche Zustédnde auf diese
Weise in A erreichbar sind. Gleichzeitig wird in der Menge von Zustandsmengen Frontier
gespeichert, welche Zustandsmengen zuletzt gefunden wurden, also welche Zustandsmengen
im néachsten Iterationsschritt betrachtet werden miissen.

In jeder Iteration des Algorithmus wird Frontier neu berechnet und mit F' (unter Er-
haltung der Antikette) vereinigt. Solange es eine neue Zustandsmenge M und eine Zu-
standsmenge S € Frontier gibt, sodass jeder der enthaltenen Zusténde ¢ € M unter
einem Buchstaben a nur Ubergiinge in Zustinde ¢’ € S hat, wird diese Menge der neuen
Frontier Menge hinzugefiigt. D. h. fiir jede Menge M € Frontier gilt, dass der zugehorige
Potenzautomat A% von einem Zustand M’ C M keinen Endzustand erreichen kann.

!GOAL: nttp://goal.im.ntu.edu.tw/wiki/doku.php
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1. F = Frontier = {{q3,q4}}

2. Frontier = {{q2,q3}}
F ={{q,q3},{a3, qu}}

3. Frontier = {{q1,92,q3}}
F={{aq, e ¢} {a aul}

4. {{q1,92,q93}} € Frontier enthilt den Startzu-
stand, also terminiert der Algorithmus und gibt
false aus.

Abbildung 3.1: Beispiel fiir den Antiketten-Algorithmus

Auflerdem wird sichergestellt, dass sowohl F' als auch Frontier die Antiketten Bedin-
gung erfiillen. Dadurch miissen viele Zustandsmengen von dem Antiketten-Algorithmus
nicht weiter betrachtet werden. Dies verhindert nicht, dass alle moglichen Pfade gefunden
werden.

Dieses Verfahren lasst sich erweitern auf Inklusion [DDHRO6]|. Da die Antiketten im
schlimmsten Fall exponentiell viel Platz bendtigen, ist dieser Algorithmus allerdings
kein PSpace Algorithmus. Fiir viele Eingaben ist dieses Verfahren dennoch sehr effizient
[DDHRO06].

Der Antiketten Algorithmus wurde in der Bibliothek VATA? implementiert.

3.3 Aquivalenz mittels Bisimulation

Im Jahr 2013 stellten Bonchi und Pous einen Algorithmus zum Entscheiden der Aquivalenz
von NEAs vor [BP13]. In diesem Ansatz werden Bisimulationen verwendet, um Aquivalenz
von Automaten zu zeigen. Eine Bisimulation fiir einen DEA A ist eine Relation R C Q x Q,
sodass fiir alle ¢, ¢ € Q gilt:

e VaeX : (q,4¢") € R und die Nachfolger von ¢ und ¢’ unter dem Buchstaben a sind
enthalten in R.

e gc Fgdw. ¢ € F

Zwei Automaten sind dquivalent, wenn es eine Bisimulation gibt, sodass die Anfangszu-
stdnde der beiden Automaten in Relation zu einander stehen. Die Definition von Bisimula-
tion umfasst nur einen Automaten, wenn zwei Automaten A, B verwendet werden miissen
diese also als Einheit aufgefasst werden. Fiir die Bisimulation kann dafiir die disjunktive
Vereinigung der bendtigten Mengen Q = QAW Qp, A = Ay W Ap, ...verwendet werden.

Dieser Ansatz lasst sich auflerdem leicht auf NEAs erweitern, in dem die Konstruktion
des Potenzautomaten direkt integriert wird. Eine Bisimulation fiir einen NEA A ist eine
Relation R C P(Q) x P(Q), sodass fiir alle ¢,¢" € P(Q) gilt:

e VaeX : (¢,¢) € R und die Nachfolger von ¢ und ¢’ unter dem Buchstaben a im
zugehorigen Potenzautomaten A? sind enthalten in R.

e gNF=0gdw.¢dNF=10

Bonchi und Pous erweitern diesen Ansatz um Funktionen f, die auf diese Relation ange-
wandt werden und weiterhin fiir eine Bisimulation verwendet werden kénnen. In dem von

2libVATA: https://github.com/ondrik/libvata
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ihnen vorgestellten Algorithmus wird versucht, ausgehend von den beiden Startzustdnden
der Automaten, eine Bisimulation R aufzubauen. Fiir jedes betrachtetes Paar von Zustén-
den (z,y) wird gepriift, ob dieses bereits in f(R) enthalten ist. Je nach gewahlter Funktion
f muss so nicht der gesamte Automat durchsucht werden.

In dem Paper wird eine solche Funktion fiir NEAs vorgestellt, fiir die groke Teile des
Potenzautomaten nicht besucht werden miissen. Dadurch kann Aquivalenz fiir viele Ein-
gaben schneller gelost werden, als mit der klassischen Potenzmengenkonstruktion. In der
angesprochenen Arbeit wird Bisimulation aufterdem mit dem Antiketten-Algorithmus ver-
glichen. Weitergehend wird das Antiketten-Verfahren sogar als Variante der Bisimulation
erlautert. Im dort anschliefsend durchgefiihrten Vergleich ist der vorgestellte Algorithmus
(im Paper beschrieben als Bisimulation up-to congruence) fiir die meisten Félle effizienter
als der Antiketten-Algorithmus.

Auch eine Bisimulation benétigt im schlimmsten Fall exponentiell viel Platz und lie-
fert dementsprechend keinen PSpace Algorithmus. Die im Paper von Bonchi und Pous
verwendete Implementation dieses Algorithmus kann online® abgerufen werden.

3.4 Minimierung von Automaten

Die Grofe der Eingabeautomaten ist ausschlaggebend fiir die Performanz von Algorithmen
die Inklusion entscheiden sollen. Effiziente Algorithmen, welche die Grofte der Automaten
reduzieren, sind also eine interessante Moglichkeit die bereits vorgestellten Algorithmen zu
beschleunigen. Die Minimierung von NEAs ist im Allgemeinen allerdings sehr aufwendig.

Mayr und Clemente [MC13| stellen zu diesem Zweck einen Ansatz vor, um Eingabe-
automaten heuristisch zu verkleinern. In ihrem Paper wird zwar mit Biichi-Automaten
gearbeitet, das Verfahren ldsst sich jedoch auch fiir NEAs verwenden.

Biichi-Automaten unterscheiden sich von NEAs lediglich durch ihre Akzeptanzbedin-
gung, da sie auf unendlich langen Wortern arbeiten. Ein unendliches Wort w wird dabei
von einem Biichi-Automaten genau dann akzeptiert, wenn wahrend der Berechnung un-
endlich oft Endzustédnde erreicht werden.

Die meisten der vorgestellten Verarbeitungsschritte sind in der Lage viele Automaten zu
vereinfachen, ohne die erkannte Sprache zu verdndern. Einige der Ansétze schwichen diese
Garantie etwas ab und stellen nur sicher, dass eine Inklusion erhalten bleiben wiirde.

In dem Tool RABIT# [MC13] ist dieses Verfahren zum Losen von Inklusion implemen-
tiert. (Sowohl fiir Biichi-Automaten als auch fiir NEAs)

Durch die Verkleinerung der Eingabeautomaten kann Inklusion bereits in vielen Féllen
direkt entschieden werden, da triviale Automaten mit nur einem Zustand erzeugt werden.
Ansonsten kann ein anderes Verfahren, wie z. B. Antiketten oder Bisimulation, auf der
minimierten Eingabe ausgefiihrt werden.

Dabei wird in vier Schritten vorgegangen: Nach der Minimierung des Automaten wird ein
im Paper eingefithrtes Simulationsverfahren angewendet, das ebenfalls in polynomieller Zeit
lauft. Anschliefend wird mit entsprechendem Timeout versucht, ein kleines Gegenbeispiel
zu finden. Falls keiner dieser drei Schritte Inklusion erfolgreich entscheiden kann, wird ein
vollstandiges Verfahren (wie z. B. Antiketten) verwendet.

Durch diese Vorgehensweise ist das Tool RABIT in der Lage wesentlich grofiere Instanzen
zu losen als andere Verfahren. Da vollstandige Verfahren stark von einer Minimierung der
Eingabeautomaten profitieren, ist es sinnvoll vollstédndige Verfahren nur als Schritt 4 zu
verwenden.

3Bisimulation; http://perso.ens-1lyon.fr/damien.pous/hknt/
YRABIT: wuw.languageinclusion.org/doku.php?id=tools
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4 Kodierung als QBF

Um Universalitidt und Inklusion mithilfe von QBF-Solvern zu entscheiden, miissen diese
Probleme in QBF kodiert werden. Als Grundlage dient hierbei das Entscheidungsverfahren
mittels Potenzmengenkonstruktion (Siehe Kapitel 2.2). Bei der Kodierung als QBF muss
beachtet werden, dass die Konstruktion nicht zu viel Platz verwendet.

4.1 Universalitat

Um Universalitidt mit QBF zu entscheiden, wird die Idee der Potenzmengenkonstruktion
aus Kapitel 3.1 in die Formel kodiert. Gesucht ist ein Pfad im Potenzautomaten A%, vom
Anfangszustand ¢; zu einem Zustand g € F'. Existiert ein solcher Pfad, gibt es ein Wort
w mit ¢ == 44 ¢, das nicht in der Sprache des Automaten enthalten ist. Der Automat ist
genau dann nicht universell.

Damit dieses Verfahren terminiert, diirfen nur endlich viele Woérter w untersucht werden.
Hier hilft folgende Beobachtung.

Lemma 4.1.1. Gegeben ein DEA A. Yw ¢ L(A) gilt: I’ ¢ L(A), sodass: |w'| < |Q)|

Beweis. Ahnlich zum klassischen Pumping Lemma [BHPS61] ldsst sich auch hier argu-
mentieren:
Angenommen L£(A) # ¥*. Sei w ¢ L(A) und |w| > |@| minimal. Dann gibt es einen

Zustand g € Q, sodass q1 =>4 ¢ :k>A g =>4 ¢, wobei w =ukv,k#ecund ¢ € F. Da A
deterministisch, gilt w’ = uv ¢ L(A). Offensichtlich ist |w| nicht minimal. O

Da der Potenzautomat potentiell exponentiell grof wird, kann er nicht direkt als Formel
kodiert werden. Daher wird der Potenzautomat on the fly konstruiert. D.h. nur die fiir
Gegenbeispiele (Worter mit w ¢ L(A)) bendtigten Zustandsmengen werden in der Formel
reprasentiert (Siehe Lemma 4.1.5). Diese Zustandsmengen M werden als logische Variablen
x1, ..., Ty kodiert. In der Belegung soll dabei gelten 3(z;) =1 gdw. ¢; € M.

4.1.1 Notation

Sei |Q| = n. Fiir die Kodierung einer Zustandsmenge M des Potenzautomaten A? wird ein
n-stelliges Tupel X = (z1, ..., ;) verwendet.

Eine Quantifizierung von 31X stellt also die Quantifizierung von n aussagenlogischen
Variablen dar: dxq,...,dx,. Wir schreiben X <> Y um folgende Formel auszudriicken:
1 YL N o ATy < Yp.

Im Folgenden wird gegebenenfalls zwischen der Représentation als Menge von Zustdnden
und der als logisches Tupel gewechselt. Gegeben das logische Tupel X, dann sei stateg(X)
definiert als: stateg(X) =M, mit M C Q und ¢; € M gdw. f(z;) = true.

4.1.2 Konstruktion

Um Universalitiat als QBF zu kodieren, werden zunéchst einige Formeln benétigt, um
bestimmte Figenschaften des Automaten auszudriicken.
Zum Festlegen des Startzustandes ¢q; des Automaten A wird die Formel initial 4 definiert.
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KAPITEL 4. KODIERUNG ALS QBF

initial*(X) = z1 A /\ (—x;) (4.1)
GEQ
GFq
AuRerdem muss kodiert werden, dass es einen Ubergang zwischen zwei Zustandsmengen
im Potenzautomaten A? gibt. Die Formel transz(X,Y) bedeutet also: states(X) < 4a
stateg(Y)

trans?(X,Y) = /\(yz “ \/ ;) (4.2)
i<n Jj<n
(47,0,0i)€EA A
Als néchstes erweitert auf einen beliebigen Buchstaben, bedeutet transg(X ,Y), dass
stateg(X) % 4a stateg(Y) fiir ein a € ¥

transg(X,Y) = \/ transH(X,Y) (4.3)
acx
Um festzustellen, ob die Zustandsmenge Y von X in einem oder weniger Schritten er-
reichbar ist, wird die Formel reaché(X,Y) bendtigt. Diese Formel bedeutet also, dass
states(X) = stateg(Y) oder states(X) % 44 stateg(Y) fiir ein a € ¥

reachy (X,Y) = (X & Y) Vtransd(X,Y) (4.4)

Gegeben eine Belegung 3 soll die Formel reach(X,Y) von 8 erfiillt werden gdw. die
zugehorige Zustandsmenge states(Y) von states(X) im Automaten A% in < 2" Schritten
erreichbar ist. D.h. es gibt ein Wort w mit X == ,4 Y im Potenzautomaten A%

Jeder deterministische endliche Automat (DEA) mit £(A) # X* hat Gegenbeispiele
w mit |w| < |Q| (Siehe Lemma 4.1.1). Da der deterministische Potenzautomat A? eines
NEAs A maximal 29l Zusténde hat, miissen fiir NEAs nur Gegenbeispiele der Linge 2/€!
betrachtet werden.

Um zu vermeiden, dass der gesamte Potenzautomat in der Formel konstruiert werden
muss, wird eine Zustandsmenge H geraten, welche den Pfad im Potenzautomaten A% mittig
teilt. Hier hilft die Beweisidee des Satzes von Savitch [Sav70]. Also gilt X == 40 H =% 44 Y,
mit uv = w, |u| < 2771 |Ju| < 277 L

Damit die Formel durch die exponentiell vielen Aufrufe von reachfl nicht exponentiell
groft wird, werden die Tupel logischer Variablen L und R mittels V-Quantor quantifiziert.
Der linke Teil der Formel kann von einer Belegung 3 nur unter zwei Bedingungen erfiillt wer-
den. Die Formel reach? (L, R) muss dann von 3 sowohl fiir (3(L) = (X)) und (3(R) =
B(H)), als auch fiir (8(L) = S(H)) und (B(R) = B(Y)) erfiillt werden.

reach{(X,Y) = 3IMVYLVYR((X <+ LAM < R)V (M < LAY ¢ R)) — reachi* (L, R)

(4.5)
Nun kann eine QBF konstruiert werden, die erfiillbar ist gdw. L(A) # ¥*:
notuniv = 3X3Y initial(X) A ( /\ —yi) A reachH(X,Y) (4.6)
g €eF
Fiir Universalitat wird nur die Negation dieser Formel benotigt:
univ = —notuniv (4.7)
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4.1.3 Korrektheit

Zunichst ist es zu zeigen, dass die vorgestellte Kodierung korrekt ist. Also ob die fiir einen
NEA A konstruierte Formel notuniv genau dann erfiillbar ist, wenn Jw : w ¢ L(A).
Anschliefsend wird der Platzverbrauch der generierten Formel betrachtet.

Zu diesem Zweck werden beginnend mit der Teilformel tmnsf zuerst einige Figenschaf-
ten der Teilformeln gezeigt.

Lemma 4.1.2. Fir alle NEAs A und Belequngen 3 gilt:
B trans?(X,Y) gdw. stateg(X) 5 4a states(Y)

Beweis. Sei 8 = trans?(X,Y). Genau dann gilt fiir alle y; mit i < n, dass B(y;) =
true gdw. 3z; : j < nund (¢j,¢,a) € A und f(z;) = true. Da jede logische Varia-
ble direkt einem Zustand ¢; € @ entspricht, folgt direkt y € stateg(Y) gdw. Jx €
stateg(X) : (z,a,y) € A. Nach Definition des Potenzautomaten (Sieche Kapitel 2.2)

gilt genau dann also stateg(X) = 4a stateg(Y). O

Erweitert auf eine Transition mit einem beliebigen Buchstaben a € 3 kann jetzt gezeigt
werden:

Lemma 4.1.3. Fir alle NEAs A und Belequngen 3 gilt:
B transg(X,Y) gdw. Ja € ¥ : stateg(X) 5 4a stateg(Y)

Beweis. 3 = trans{(X,Y) genau dann, wenn es ein a € X gibt, sodass 8 |= trans{ (X,Y).
Nach Lemma 4.1.2 gilt also: 8 = transg(X, Y') genau dann, wenn es ein a € 3 gibt, sodass

stateg(X) 5 4a states(Y). O

Lemma 4.1.4. Fir alle NEAs A und Belequngen 3 gilt:
B | reachi(X,Y) gdw. 3a € ¥ : stateg(X) >, states(Y) oder states(X) =
stateg(Y)

Beweis. Offensichtlich ist die Formel genau dann erfiillt, wenn entweder
stateg(X) = stateg(Y)

oder es einen Ubergang im Automaten zwischen diesen beiden Zustinden gibt. O

Als niichstes kann gezeigt werden, dass die Teilformel reach?! ein Wort der Linge |w| < 2!
beschreibt:

Lemma 4.1.5. Fir alle NEAs A und Belequngen 3 gilt:
B reach(X,Y) gdw. Jw € T : |w| < 2 und states(X) == 4a stateg(Y)

Beweis. Beweis per Induktion iiber ¢. Der Induktionsanfang fiir ¢ = 0 gilt nach Lemma
4.1.4. Die Aussage sei bereits gezeigt fiir ¢ — 1. Fir den Induktionsschritt ¢ — 1 — 4 gilt
also:

Es gibt nur zwei Moglichkeiten die allquantifizierten Tupel von Variablen L und R zu
belegen, sodass der linke Teil der Implikation gilt. (Siehe Formel 4.5)

Entweder gilt 5(X) = (L) und B(M) = B(R) oder S(M) = B(L) und S(Y) = B(R).
Es gilt also B = reach?(X,Y) genau dann, wenn 3’ |= reachi! (L, R), fiir diese beiden
Moglichkeiten L und R zu belegen. (Hierbei sei 8’ eine von 3 angepasste Belegung, die L
und R entsprechend belegt.)

Nach Induktionsvoraussetzung folgt also, dass 8 = reach;(X,Y) genau dann, wenn
stateg(X) == 4a stateg(M) == 44 stateg(Y) und |u| < 2! und |[v| < 27! und wv =
w. Offensichtlich kann M so gewihlt werden, dass auch ein bis zu 2¢ langes Wort gefunden
wird. (Dann muss |u| = 2071 und |v| = 2i71) O
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Um das Hauptresultat zu zeigen, wird zusétzlich zu Lemma 4.1.2 - 4.1.5 folgende Beob-
achtung benotigt.

Beobachtung 4.1.6. initial4(X) hat offensichtlich nur eine erfillende Belegung. Diese
Belegung reprasentiert die Zustandsmenge M = {q1} = stateg(X), wobei 1 der Anfangs-
zustand des Automaten A ist.

Unter Verwendung dieser Beobachtung und Lemma 4.1.5 kann nun gezeigt werden, dass:

Theorem 4.1.7. Fir alle NEAs A gilt:
notuniv ist giltig gdw. Jw € ¥* : w ¢ L(A)

Beweis. Der erste Teil der Formel stellt sicher, dass stateg(X) = {¢1} der Startzustand
des Automaten ist. Aus dem zweiten Teil ergibt sich, dass stateg(Y’) kein Endzustand
von A ist. Die Belegung von X und Y kann offensichtlich fast immer so gewéhlt werden,
dass diese beiden Teilformeln erfiillt sind. Die einzige Ausnahme ist ein NEA A, bei dem
A? keine nicht-Endzusténde hat. Ein solcher NEA ist allerdings offensichtlich universell.

Nach Lemma 4.1.5 erfiillt eine Belegung 3 die Teilformel reachg%:g(mﬂ genau dann,
wenn es einen entsprechenden Pfad in beiden Automaten gibt. (d.h. 38 : B |= reach?)
Also gibt es genau dann ein Gegenbeispiel w mit |w| < n, wenn die Formel notuniv erfiillbar
ist.

Nach Lemma 4.1.1 gibt es auch nur genau dann ein Gegenbeispiel w von beliebiger
Léange. O

Platzverbrauch der Formel
Zuletzt muss die Komplexitat der Konstruktion analysiert werden.
Die erzeugte Formel besteht aus drei Komponenten. Die Teilformeln initial® und

/\ —w; konnen offensichtlich beide sehr schnell erzeugt werden. Beide Teilformeln be-
g EeF
stehen dabei aus maximal n = |Q| viele Variablen und n — 1 vielen logischen Operatoren.
Die rekursiv aufgebaute Teilformel reach? benétigt etwas mehr Aufwand. In jedem der
n Rekursionsschritte beim Erzeugen der Formel werden 3 - n viele Variablen quantifiziert.
Auferdem werden sie durch 4 - n Aquivalenzoperatoren (<) miteinander in Beziehung
gesetzt. Man sieht leicht, dass hierdurch nur ein polynomieller Mehraufwand entsteht.
Im letzten Rekursionsschritt wird die Teilformel reachS‘ erzeugt. Auch diese Formel kann
in polynomieller Zeit erzeugt werden. Fiir jeden Buchstaben a € ¥ muss dabei die Formel
trans? erstellt werden. Zu diesem Zweck wird im schlimmsten Fall fiir jeden Zustand

q; € @ jede Transition des Automaten besucht. Auch diese Teilformel kann also effizient
erzeugt werden.

4.2 Inklusion

Gegeben seien zwei NEAs A und B mit Alphabet 3, entscheide ob L(B) C L(A). Priife
zu diesem Zweck, ob L(B) N L(A) = 0.

Um Inklusion zu priifen konstruiere wieder (siche Kapitel 4.1) den Potenzautomaten A?
on-the-fly und suche ein Gegenbeispiel (d.h. Jw: w € L(B) Aw & L(A)).

Da fiir den Automaten B kein Komplement gebildet werden muss, wird fiir diesen Au-
tomaten die Potenzmengenkonstruktion nicht benotigt.

4.2.1 Notation

Sei |Qa| =n und |Qp| =m.
Fiir die Kodierung einer Zustandsmenge M des Potenzautomaten A? wird wie zuvor ein
n-stelliges logisches Tupel verwendet (Siehe Kapitel 4.1.1).
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Um die Formel méoglichst klein zu halten, wird fiir die Zustdnde des NEA B eine bi-
nire Kodierung verwendet [WTJK17|. Jeder Zustand ¢; € Qp = {q1, ..., ¢m} wird durch
ein Tupel von [loga(|@p]|)] vielen logischen Variablen z; reprisentiert. Die Belegung der
Variablen entsprechen der bindren Représentation von i.

Falls iiber ein Tupel X von logischen Variablen gesprochen wird, dass einen Zustand
binér kodieren soll, dann sei stateg(X) definiert als: stateg(X) = ¢;, mit ¢; € @p und
die Belegung der Variablen des Tupels X entspricht der bindren Représentation von i.
Andernfalls sei states(X) fiir den Potenzautomaten A? definiert wie zuvor. Der Ausdruck
stateg(X) wird zum Zweck der besseren Lesbarkeit also doppelt definiert. Aus dem Kon-
text, in dem diese Notation verwendet wird, ist immer ersichtlich welche Definition gemeint
ist.

4.2.2 Konstruktion

Um auszudriicken, dass die Belegung fiir ein logisches Tupel X fiir den Automaten B
einem bestimmten Zustand ¢; entspricht, mit b1b2 ... b, als bindrer Darstellung von ¢, sei
die folgende Formel definiert:

) 1
bin(g;, X) = /\ {afj wenn b (4.8)

1<j<m —xj  sonst

Um die binédre Repréasentation der Zustédnde des NEAs B zu beriicksichtigen, muss die
trans, Formel fiir den Automaten B etwas angepasst werden:

transf(X,Y)= \/ (bin(q, X) A bin(p,Y)) (4.9)
(qﬂpva)eAB

Fir Inklusion missen auerdem die neuen Formeln tr(msggA und reachoBgA konstruiert

werden. Die Definition von trans? wird dabei aus Kapitel 4.1.2 iibernommen. Durch die

Formel transggA wird ausgedriickt, dass es in beiden Automaten einen Ubergang zwischen
den gewéhlten Zustdnden unter dem gleichen Buchstaben gibt:

tmnsggA(XA, Y4, Xp,YB) = \/ (trans®(Xp,YB) Atrans’H (X 4,Y2)) (4.10)
a€edl

Um auszudriicken, dass es sowohl in B als auch in A eine direkte Verbindung zwischen
zwei gewahlten Zustéanden gibt, muss reachf A wie folgt konstruiert werden:

reacht<(X 4, Y4, X5, Yp) = (Xa & Ya A Xp & Yg) Vtrans5<*(X 4, Ya, X5, Y5)
(4.11)
Die Formel reach; muss leicht angepasst werden, damit zwei Automaten gleichzeitig
behandelt werden.

reachPS*(X a,Ya, Xp,Yp) =3H 4, HEVL 4, LgVRa, Ry
((XA<—>LA/\XB<—>LB/\HA<—>RA/\HB<—>RB)
V(Ha4» LANHp <> LpAYs <> RAAYp ¢ Rp))
— reachi%A(LA, Ry, Lp, RB)
(4.12)

Ahnlich wie zuvor ergibt sich eine Beobachtung iiber die Linge von Gegenbeispielen:
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Lemma 4.2.1. Gegeben zwei NEAs A und B. Yw € L(B) und w ¢ L(A) gilt:
Juw' € L(B) und w' & L(A), sodass: |w'| < |Qp| - 294l

Beweis. Gegeben zwei NEAs A und B. Angenommen £(B) € L(A).Seiw € £(B) und w ¢
L(A) und |w| > |Qp| - 2194l minimal. Sei A = (P,%,p1,4,, F,) der Potenzautomat
von A. ¢ sei der Anfangszustand des Automaten B und p; sei der Anfangszustand des
Potenzautomaten A<

Dann gibt es zwei Zustinde qp € Qp und g4 € P, sodass q1 =5 qp :k>B B =3B a5

und p1 == 4 qa éA qa %A, wobei w = ukv, k # ¢ und ¢z € Fp und ¢y € F,. Da A4
deterministisch, gilt w’ = uv & L(A) = L(A?). Offensichtlich gilt immer noch w’ € L(B).
Also ist |w| nicht minimal. O

Um Inklusion in QBF auszudriicken, wird erneut die negierte Formel konstruiert:

incl = —notincl (4.13)

notincl =3Xa,Ya, X5, Vg bin(gp1, X5) A initials(Xa)
A\ (bin(g, ) A A\ (-yas) (4.14)
qEFpB GEFA '
A reachf_%lfg(mﬂ (Xa,Ya,XB,YB)

4.2.3 Korrektheit

Auch fiir die Konstruktion zur Inklusion von NEAs wird die Korrektheit gezeigt. Zunéchst
werden wieder einige Eigenschaften der Teilformeln bendtigt:

Lemma 4.2.2. Gegeben zwei NEAs A und B, sowie eine Belequng B gilt:
B transP(X,Y) gdw. states(X) & p stateg(Y)

Beweis. Wenn es eine Transition von stateg(X) nach stateg(Y’) unter a gibt, wertet die
Formel offensichtlich zu true aus. Andernfalls wird keine der Konjunkte erfiillt. O

Analog zu Lemma 4.1.3 und Lemma 4.1.4 folgen die néchsten beiden Aussagen.

Korollar 4.2.3. Gegeben zwei NEAs A und B, sowie eine Belequng [ gilt:
B = trans5<H(X 4, Ya, X5, Y5)
gdw. Ja € X : stateg(Xa) = ¢ stateg(Ya) und states(Xp) = p states(Ys)

Korollar 4.2.4. Gegeben zwei NEAs A und B, sowie eine Belegung 3 gilt:

B E reaché%gA(XA, Ya,XB,YB)

gdw. (Ja € ¥ : stateg(Xa) = 4a states(Ya) und stateg(Xp) —p states(Vp))
oder (stateg(X4) = stateg(Yy) und stateg(Xp) = stateg(Yp))

Auch die reach-Formel ist dhnlich aufgebaut wie in Lemma 4.1.5.

Lemma 4.2.5. Gegeben zwei NEAs A und B, sowie eine Belequng (3 gilt:
B = reachPSA (X4, Ya, Xp, Yp) gdw. 3w € X* : |w| < 2 und
stateg(X4) == 4a stateg(Ya) und stateg(Xp) ==p states(Yp)

Beweis. Ahnlich wie in Lemma 4.1.5 gibt es zwei Moglichkeiten L und R zu belegen, sodass
die Formel reachi %A erfillt sein muss. Dadurch teilt sich der Pfad in zwei Teile, fiir die
Gegenbeispiele der Linge < 2°~! untersucht werden. Analog zu Lemma 4.1.5 folgt die zu
zeigende Aussage aus der Induktion iiber 3. O

19



KAPITEL 4. KODIERUNG ALS QBF

Jetzt lasst sich dhnlich wie im vorherigen Kapitel das Hauptresultat fiir Inklusion zeigen:
Theorem 4.2.6. notincl ist giltig gdw. L(B) € L(A)

Beweis. Der erste Teil der Formel stellt sicher, dass X4 und Xp die Startzustdnde der
Automaten A% und B darstellen. Aus dem zweiten Teil ergibt sich, dass stateg(YR) ein
Endzustand von B ist. Als néchstes wird, dhnlich zur Formel fiir Universalitdt (Theorem
4.1.7), sichergestellt, dass stateg(Y4) keine Endzustdnde des Eingabeautomaten A enthélt.

Nach Lemma 4.2.5 erfiillt eine Belegung 5 die Teilformel Teachg%lfg(mﬂ genau dann, wenn

es einen entsprechenden Pfad in beiden Automaten gibt. (d.h. 38 : g Teachf_%‘:g(mﬂ)

Also gibt es genau dann ein Gegenbeispiel w mit |w| < n - [log(m)], wenn die Formel
notincl erfiillbar ist.

Nach Lemma 4.2.1 gibt es auch nur genau dann ein Gegenbeispiel w von beliebiger
Lénge. O

Platzverbrauch der Formel

Ahnlich wie bereits fiir Universalitiit am Ende des Kapitels 4.1.3 beschrieben, kénnen auch
die QBFs fiir Inklusion effizient generiert werden. Da fiir Inklusion ldngere Gegenbeispiele
betrachtet werden miissen, sind die generierten Formeln zwar grofer, es werden jedoch
weiterhin nur polynomiell grofse Formeln erzeugt.

4.3 Optimierung der Kodierung

Die generierten Formeln nehmen schnell an Gréfe zu und sind fiir QBF-Solver nur schwer
zu losen (Siehe Kapitel 6). Es liegt nahe, nach Ansétzen zu suchen, die die Formeln ver-
einfachen bzw. umstrukturieren, damit diese fiir einen QBF-Solver leichter zu 1ésen sind.

Da die Formeln selbst sehr einfach aufgebaut sind, ist es schwierig alternative Kodie-
rungen zu finden. Dementsprechend ist es sinnvoll, die Eingabeautomaten anzupassen und
deren Aufbau in der Kodierung der Formel auszunutzen.

4.3.1 Vereinfachung der Endzustinde

Ein Solver, der die urspriinglich vorgestellte QBF 16sen soll, muss die logischen Variablen
des Tupels Y belegen. Dabei gibt es kaum Einschriankungen, da zu Beginn sichergestellt
werden muss, dass stateg(Y’) keinen Endzustand von A enthélt. Um diesen Suchraum zu
verkleinern, bietet sich eine Anpassung des Eingabeautomaten A zu A’ an. Die Idee ist es,
den Automaten so zu verdndern, dass jede Berechnung in einem von zwei Zusténden enden
muss. Dadurch kann der duflere Teil der Formel etwas vereinfacht werden, denn die Berech-
nung fiir ein Gegenbeispiel muss nun in der Zustandsmenge {¢,ej} enden. Hier beispielhaft
fiir Universalitdt demonstriert. Der Ansatz lésst sich leicht auf Inklusion erweitern.

notuniv = 3X3Y initial* (X) A ( /\ —yi) A reach(X,Y)
ASY
Wird zu:
notuniv = 3X3Y initial™ (X) A Yrej N /\ (=) A reachf;q(X, Y)
€Q’
Ch'#%"ej

Wobei grej und goee zwel neue Zusténde des Automaten A’ sind.
Gesucht ist ein Automat A’, sodass gilt: w € L(A) gdw. wz € L(A"), mit x ¢ X.
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Erweitere zu diesem Zweck das Alphabet ¥ um einen weiteren Buchstaben z. Aufier-
dem fiige zwei neue Zusténde gqee und ¢p; ein. Fiir jeden Zustand ¢ € Q \ F fiihre eine
zusétzliche Transition (g, x, grej) ein, sowie fiir jeden Zustand ¢ € F' analog die Transition
(¢, %, Gacc). Die neue Menge der Endzustinde ist F' = {qqcc}. Die Abbildung 4.1 skizziert
diese Konstruktion. Die Startzustdnde wurden weggelassen.

=

Abbildung 4.1: Modifizierter endlicher Automat mit verwerfenden und akzeptierenden Zu-
stand

Fiir alle w € L£(A) gilt, dass 1 =>4 p 24’ ace fiir ein p € F. Auferdem gilt fiir
alle wx € L(A'), dass ¢1 =5 4/ Qace- Nach Konstruktion folgt also: ¢ ==4 p =4’ qace
fiir ein p € F. Analog endet fiir jedes Wort w € ¥*, das nicht von A akzeptiert wird, die
Berechnung fiir das Wort wz € (XU {z})* in A" im Zustand gy;.

Die letzte Eigenschaft gilt allerdings nur fiir Berechnungen, die in einem Zustand enden
und nicht aufgrund fehlender Transitionen vorher abgebrochen werden. Im Potenzauto-
maten enden solche Berechnungen in der Zustandsmenge (). Damit jede Berechnung im
modifizierten Potenzautomat A’ entweder in der Zustandsmenge {qqc.} oder {Grej} endet,
muss der Zustand () des Potenzautomaten ausgeschlossen werden. Dies ist nur moglich,
wenn der Eingabeautomat fiir jeden Buchstaben und Zustand mindestens einen Ubergang
hat. Das bedeutet, dass der Eingabeautomat eventuell um einen Zustand erweitert werden
muss.

4.3.2 Umstrukturierung der Formel

Die oben vorgestellte Variante besitzt eine Eigenschaft, die es ermoglicht, die Formel weiter
zu vereinfachen. Jede Berechnung im Automaten A’ endet entweder im Zustand g,.. oder
Grej- Da kein Ubergang mit dem Buchstaben z existiert, der in einen anderen Zustand
fiihrt, gibt es insbesondere keine Berechnungen der Form q; == 4/ ¢ =4 ¢ =4/ p.

Alle relevanten Berechnungen (Berechnungen fiir Woérter der Form wz) verwenden ge-
nau einmal einen Ubergang mit dem Buchstaben z. Da diese Transition immer der letzte
Ubergang der Berechnung sein muss, ist es moglich diesen Ubergang in der Formel separat
zu behandeln.

notuniv = 3X3Y initial® (X) A Yrej N /\ (i) A reachﬁil(X, Y)
% €Q’
4iFqrej

Wird zu:

notuniv = 3X3Y3Z initial (X) A /\ (—z) Areach(X,Y) Atrans (Y, Z)

GEQ
%'7&%"6]'

Da die neuen beiden Zustinde nur im letzten Ubergang vorkommen kénnen, miissen sie
wahrend der Suche der vorgehenden Ubergénge nicht betrachtet werden. Demnach sinkt
die Iterationstiefe bei der Generierung der Formel.
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Gesucht ist also ein Pfad stateg(X) == 4 stateg(Y) = 4 states(Z2).

Da w € ¥* miissen die in Kapitel 4.3.1 eingefithrten Ubergéinge innerhalb der reach-
Formel ebenfalls nicht beachtet werden. Fir die Konstruktion der transs-Formel muss also
nur noch das Alphabet des Automaten A verwendet werden. Dadurch sinkt die Anzahl von
Disjunktionen (im Vergleich zu Variante 1) innerhalb der Teilformel transy, wieder. Ein
Solver hat also wieder weniger Moglichkeiten die logischen Variablen zu belegen.

Da jetzt eigentlich nur noch im urspriinglichen Automaten ein Pfad gesucht wird und
die beiden neuen Zusténde innerhalb der reach-Formel nicht mehr betrachtet werden miis-
sen, muss bei dieser Variante nicht mehr gefordert werden, dass es im Eingabeautomaten
mindestens einen Ubergang fiir jeden Buchstaben und Zustand gibt.

Durch die Einfiihrung des Tupel logischer Variablen Y gibt es allerdings erneut ein
Tupel, welches vom QBF-Solver belegt werden muss. Die QBF ist also im Vergleich zur
urspriinglichen Kodierung tendenziellsy komplexer geworden. Da diese Variante nur eine
weitere Vereinfachung der Vorherigen ist, wird vermutlich keine der beiden Varianten fiir
einen QBF-Solver einfacher zu 16sen sein. (Siehe Kapitel 6.3)

4.3.3 Einschrinken der Formel auf Gegenbeispiele der Lange 2"

Die Formel reachy verwendet einige logische Operatoren, um Gegenbeispiele der Lange
|lw| < 2" zu finden. Durch eine Modifikation des in Kapitel 4.3.1 eingefiihrten Automaten
A’ geniigt es, Gegenbeispiele der Lange exakt |w| = 2™ zu suchen.

Erweitere zu diesem Zweck den Automaten A’ zu A”, indem fiir die Zusténde g,.; und
Qace die Transitionen (grej, &, grej) und (Gace, &, Gace) €ingefithrt werden. (Siehe Abbildung

1.2)
O=2

Abbildung 4.2: Modifizierter endlicher Automat fiir Worter der Lénge 2™

Offensichtlich ist £(A”) = {uv | u € L(A) und v € {z}*, |v| > 0}.
D.h. £(A) # X* gdw. Fw € ¥* : w & L(A) gdw. uv & L(A”) mit u=w Av € {z}*.

Die grundlegende Formel aus Kapitel 4.3.1 muss nicht verandert werden.
notuniv = 3X3Y initial®” (X) A Yrej N /\ (=yi) A Teachﬁil(X, Y)

%€Q’
(I'ﬁAQch

Allerdings kann die Formel reachg wie folgt verkleinert werden:

reachy (X,Y) = (X < Y) Vtransa(X,Y)

Wird zu:

reachf;‘” (X,Y) = transd (X,Y)

Ahnlich zur ersten Variante (Kapitel 4.3.1) wird als Eingabe wieder ein Automat gefor-
dert, der fiir jeden Buchstaben und Zustand mindestens eine Transition enthélt.
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4.3.4 Kurze Gegenbeispiele

In Kapitel 6.1 wird festgestellt, dass einige der Formeln (der urspriinglichen Kodierung)
sehr schnell gelost werden. Dies wurde auf die leere Zustandsmenge zuriickgefiihrt. Wenn
dieser Zustand im Potenzautomaten A? erreicht werden kann, ist ein QBF-Solver in der
Lage zu erkennen, dass alle Folgezustinde im Potenzautomaten ebenfalls nur der leeren
Zustandsmenge entsprechen kénnen.

Um den Suchraum auch fiir andere Gegenbeispiele zu verkleinern, kann die Formel auf-
grund folgender Beobachtung leicht angepasst werden. Diese Variante kann also das fest-
stellen von Universalitit (oder Inklusion) nicht beschleunigen, sondern lediglich das Identi-
fizieren von nicht universellen Automaten (bzw. nicht enthaltenen Automaten) erleichtern.

Die reach(X,Y)-Formel trennt den Pfad eines potentiellen Gegenbeispiels mittig in zwei
Teile. Zu diesem Zweck wird eine Belegung fiir H gewahlt.

Beobachtung 4.3.1. Fiir eine Belegung 8 und w = wuv, mit stateg(X) =24
stateg(H) == stateg(Y). Wenn Vq € stateg(H) : q € F, dann ist u ein Gegen-
beispiel.

Wenn H also bereits nicht einem Endzustand entspricht, wiirde mit dem ersten Teil
des Pfades bereits ein Gegenbeispiel gefunden werden. In diesem Fall muss der zweite Teil
des Pfades (stateg(H) == 4 stateg(Y)) nicht mehr iiberpriift werden. Die reach(X,Y)-
Formel kann also wie folgt verdndert werden:

reach?(X,Y) = 3IMVLVR((X ++ LAM « R)V (M <> LAY + R)) — reachi* (L, R)
Wird zu:

reach(X,Y) =3MVLYR((X < LAM < R)V (M > LAY ¢ RA\/ my))
g el
— reach | (L, R)

Auch diese Variante lasst sich leicht fiir die Formeln fiir Inklusion erweitern. Aufserdem
kann diese Modifikation mit einer der anderen drei vorgestellten Varianten kombiniert
werden.

4.3.5 Zusammenfassung der Varianten

Es wurden vier verschiedene Anpassungen der Formeln und Eingabeautomaten vorgestellt.

Die in Kapitel 4.3.1 eingefiihrte Variante benotigt einen grofferen Automaten und ver-
wendet dementsprechend eine gréfere Formel. Dabei werden sowohl durch eingefiihrte Zu-
stdnde (bis zu drei), als auch durch neue Transitionen (> |@|) mehr logische Operatoren
bendtigt.

Die in Kapitel 4.3.2 eingefiihrte Variante, in der die neuen Zusténde in der Formel ge-
trennt behandelt werden, kann im Vergleich zur ersten Variante einige Operatoren einspa-
ren. Da fiir diese Kodierung der Eingabeautomat immer nur um zwei Zusténde erweitert
wird, kann verhindert werden, dass die Formel sich unter Umstéanden noch weiter vergro-
fert. Diese Variante verwendet dennoch mehr logische Operatoren als die urspriingliche
Kodierung (Siehe Kapitel 6.3).

Die in Kapitel 4.3.3 eingefithrte Variante, die nur Gegenbeispiele der Lange 2" sucht,
hat dhnliche Einschrénkungen, wie die erste Variante.
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In Kapitel 4.3.4 wurde eine Variante vorgestellt, die das Finden von kurzen Gegen-
beispielen erleichtern soll. Fiir diese Variante werden allerdings keine Modifikationen am
Eingabeautomaten benotigt.

Durch die drei zu Beginn vorgestellten Varianten werden zusétzliche Zusténde im Au-
tomaten eingefiihrt, welche in der Formel beriicksichtigt werden. Alle vier Varianten ver-
wenden grofere Formeln als die urspriingliche Kodierung (Kapitel 6.2). Da gerade die
ersten beiden Varianten sich nur wenig von der urspriinglichen Kodierung unterscheiden
und durch den grofseren Eingabeautomaten komplexer sind, kénnen hier nicht unbedingt
Verbesserungen in der Performanz erwartet werden. Die beobachtete Performanz wird in
Kapitel 6.3 erldutert.
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5 Implementation

Um die in Kapitel 4 beschriebenen Kodierungen fiir Universalitdt und Inklusion zu nutzen,
wurde eine Software in der JVM-basierten Sprache Kotlin implementiert.! Die Implemen-
tierung realisiert die Umwandlung der Automaten in eine QBF. Um die Entscheidungspro-
bleme zu 16sen, muss also zusétzlich ein beliebiger QBF-Solver verwendet werden.

5.1 Kompilierung

Der Quellcode der Software ist im Anhang dieser Arbeit enthalten. Aufterdem ist er ver-
fiigbar unter: http://brenig.net/downloads/jonas/nfa-to-qbf.zip

Fiir die Kompilierung wird das Buildsystem Gradle? verwendet. Vorausgesetzt das Java
Development Kit? (Version 8 oder héher) ist verfiighar, kann die Software durch . /gradlew
(bzw. gradlew.bat) kompiliert werden.

5.2 Verwendung

Fiir die Ausfithrung des Programms wird die Java-Laufzeitumgebung (Version 8 oder ho-
her) benétigt. Als Eingabe werden ein bzw. zwei Automaten im .ba-Format* als Parameter
erwartet.

Die Ausgabe wird im, von vielen Solvern verwendete, .qcir-Format® in eine Datei ge-
schrieben. Optional kann, mit dem Parameter -o, der Name der Ausgabedatei iibergeben
werden.

Mit den Optionen -u, -i und -e kann angegeben werden, ob eine Formel fiir Univer-
salitit, Inklusion oder Aquivalenz erzeugt werden soll. Weitere Optionen kénnen mit dem
Argument -h aufgezéhlt werden.

Ein Beispielaufruf sieht also aus wie folgt:

[ java -jar ./nfa-to-gbf.jar ./inputl.ba ./input2.ba -o ./outputfile.qcir -i ]

Die auf diese Weise generierte Formel kann anschlieffend von einem QBF-Solver verwen-
det werden, um das entsprechende Entscheidungsproblem zu entscheiden. Der verwendete
Solver muss dafiir Formeln im .qcir-Format verarbeiten kdnnen.

Das in Kapitel 3.4 vorgestellte Verfahren zur Minimierung von Automaten von Mayr
und Clemente [MC13| verwendet das gleiche .ba-Eingabeformat und kann ohne weiteres
als Vorverarbeitungsschritt benutzt werden.

Ebenfalls ist es moglich den Eingabeautomaten mithilfe des Parameters -c in das .gff
Format umzuwandeln, welches von dem Tool GOAL [TCT'08] verwendet wird. Dies ist
niitzlich, um die Geschwindigkeit der beiden Ansétze zu vergleichen.

'Kotlin programming language: https://kotlinlang.org/

2Gradle build system: https://gradle.org/

3JDK Downloads: http://www.oracle.com/technetwork/java/javase/downloads/jdk8-downloads-
2133151 .html

4 ba-Format: http://www.languageinclusion.org/doku.php?id=tools

5. qcir-Format: http://qbf.satisfiability.org/gallery/qcir-gallery14.pdf
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KAPITEL 5. IMPLEMENTATION

5.3 Implementationsdetails

Die Software ist in mehreren packages strukturiert. Unter net.brenig.nfa.automaton
ist die Représentation von endlichen Automaten, sowie Im- und Export von endlichen
Automaten im .ba-Format (Abbildung 5.1) zu finden. Auferdem sind dort die verwendeten
Vorverarbeitungsschritte fiir Automaten enthalten. (Siehe Kapitel 4.3.1)

[1]
a, [1]1->[2]
b, [2]->[1]
c, [11->[3]
[2]
[3]

Abbildung 5.1: Beispiel des .ba-Formats (Siehe languageinclusion.org)

Unter net.brenig.nfa.gbf ist die Reprasentation von logischen Formeln, sowie Im- und
Export von logischen Formeln im .qcir-Format zu finden.

Die eigentlichen Kodierungen sind im package net.brenig.nfa.reduction abgelegt.
Die Implementation fiir die Kodierungen zur Universalitdt sind dabei in der Datei
Universality.kt zu finden. In der Datei Inclusion.kt ist die Implementation fiir die
Kodierungen zur Inklusion enthalten.

Da einige der Formeln fiir beide Probleme verwendet werden, sind einige verwendete
Teilformeln in der Datei Common .kt abgelegt. Die Klasse net.brenig.nfa.Settings bein-
haltet alle Parameter fiir die Formelerstellung (Siehe Kapitel 4.3).

5.4 Erzeugung der QBF

Fiir die Erzeugung von logischen Formeln sind vor allem die Typen QBFBuilder und
Builder verantwortlich.

Die Klasse QBFBuilder beinhaltet Hilfsfunktionen fiir verschiedene logische Operatoren.
Um die Formel direkt in Prénexnormalform zu generieren, verwaltet die Klasse QBFBuilder
aufserdem die Quantoren der Formel.

Um wéhrend der Generierung einer Teilformel zu wissen, welcher Quantor an die Quan-
torenliste angehdngt werden muss, wird gespeichert wie oft die aktuelle Formel negiert
wurde. Da =3z dquivalent ist zu Vx—¢ wird hierfiir ein Wahrheitswert bendtigt. Fiir jede
Negation der Teilformel wird dieser Wahrheitswert negiert. Wenn innerhalb einer Builder-
Funktion also quantifiziert wird, wird direkt der richtige Quantor (V oder 3) gewéahlt und
an die Quantorenliste angehéngt.

Zum generieren einer Teilformel wird der Typ Builder verwendet. Dieser représentiert
eine beliebige Funktion, welche einen Boolean-Wert annimmt und fiir die Konstruktion
einer logischen Formel (BooleanFormula) verantwortlich ist. In dem iibergebenen Boolean-
Parameter wird festgehalten, wie oft die zu konstruierende Formel bereits negiert wurde.

Eine Negation (siche QBFBuilder: :negate) erwartet z. B. zwei Parameter. Zum einen
den aktuellen Negationsstatus der Formel als Wahrheitswert (siehe oben) und als zweites
Argument einen Builder fiir die Formel die negiert werden soll. Die iibergebene Builder-
Funktion wird dann mit dem Inversen des aktuellen Negationsstatus ausgefiihrt (da es
sich um den Negationsoperator handelt) und die negierte Formel zuriickgegeben (siehe
net.brenig.nfa.qbf.Negation).
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6 Experimentelle Auswertung

In diesem Kapitel soll die Effektivitat des vorgestellten Ansatzes analysiert werden. Da-
bei soll einerseits festgestellt werden, wie viel Zeit das Losen und Erzeugen der QBFs in
Anspruch nimmt und wie sich diese Ergebnisse mit der Performanz anderer Algorithmen
vergleichen. Anschliefend werden in Kapitel 6.2 die generierten Formeln beziiglich der
Anzahl von Operatoren, Quantorenalternierungen und treewidth untersucht, um mogliche
Verbesserungen der Kodierung zu identifizieren.

Als Basis fiir die experimentelle Auswertung dienen zufillig generierte Automaten, ba-
sierend auf dem Modell von Tabakov und Vardi [TV05]. Die verwendete Implementierung
ist Teil des von Mayr und Clemente entwickelten Werkzeugs RABIT (Siehe Kapitel 3.4).
RABIT kann aufserdem dazu verwendet werden, um die Eingabeautomaten zu verkleinern.
Zunichst wird auf diesen Schritt verzichtet. Am Ende von Kapitel 6.1 wird diskutiert, wel-
che Verbesserungen der benétigten Zeit durch eine Vorverarbeitung der Automaten durch
RABIT moglich sind.

Alle Experimente wurden auf einem Intel i5 2500k @4.3GhZ Prozessor mit 16Gb Ar-
beitsspeicher durchgefiihrt. Fiir alle Experimente wurde ein Timeout von 30 Minuten ver-
wendet.

Fiir das Losen von QBFs gibt es eine grofse Anzahl an Solvern. Jedes Jahr treten Sol-
ver in der QBFEval® gegeneinander an. Unterschieden wird dabei zwischen Solvern, welche
Formeln in Prénexnormalform 16sen konnen, und Solvern, die Formeln in konjunktiver Nor-
malform bendétigen. Die fiir Universalitdt und Inklusion erzeugten Formeln liegen lediglich
in Pranexnormalform vor. Daher bieten sich Solver an, die das .qcir direkt verwenden
koénnen.

Fiir die Auswertung wurde der hauptsiichlich Solver QuAbs? von Leander Tentrup aus-
gewahlt |Tenl16]. Dieser Solver hat 2017 bei der QBFEval den dritten Platz belegt und
in, fiir diese Arbeit durchgefiihrten, Tests die besten Resultate fiir die erzeugten Formeln
geliefert. (Siehe Abbildung 6.5)

6.1 Losen der Formeln

Das Erzeugen der Formeln, sowie die Umwandlung in konjunktive Normalform (KNF)
(falls notig), bendtigt nur sehr wenig Zeit. Selbst fiir sehr grofe Automaten mit 1000
Zustdnden wird fiir die Generierung der Formeln fiir Universalitdt unter 500ms benétigt.
Auch eine Konvertierung in das KNF-Format .qdiamcs benétigt ebenfalls wenig Zeit. Da
die Formeln fiir Inklusion wesentlich gréfser sind, wird hier etwas mehr Zeit benétigt. Bei
100 Zustanden wird fiir die Generierung der Formeln fiir Inklusion trotzdem weniger als
eine Sekunde bendtigt.

Ausschlaggebend ist also die Zeit, die bendtigt wird, um die generierte QBF zu 16sen.
Im weiteren Verlauf des Kapitels wird nur dieser Wert betrachtet.

Fiir jede Automatengrofe wurden jeweils 10 Automaten generiert. Fiir die Generierung
der Automaten werden die Parameter transition density und accepting state density be-
notigt, welche die Anzahl an Transitionen und Endzustédnden beeinflussen. Dabei wurden
die Parameter transition density auf 2.0 und accepting state density auf 0.5 gesetzt. Die

'QBFEval: http://wuw.qbf1lib.org/index_eval.php
2QuAbs: https://www.react.uni-saarland.de/tools/quabs/
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KAPITEL 6. EXPERIMENTELLE AUSWERTUNG

Werte fiir diese Parameter orientieren sich an dem verwendeten Wertebereich der Para-
meter in der Arbeit von Mayr und Clemente, in der das Programm RABIT vorgestellt
wurde [TV05]. In Abbildung 6.6 werden die Auswirkungen der Wahl der Parameter auf
die bendtigte Zeit zum Losen der Formel dargestellt.

Universalitat

Die Zeit, die ein QBF-Solver bendtigt, um Universalitit zu 16sen, steigt bereits bei einer
sehr geringen Anzahl von Zustdnden stark an. In Abbildung 6.1 ist dieser starke Anstieg
der durchschnittlichen benotigten Zeit bei etwa 7 Zustanden zu erkennen. Die Fehlerbalken
geben dabei die Standardabweichung an.

Im Vergleich zu existierenden Implementationen anderer Techniken, wie z. B. GOAL und
RABIT (Siehe Kapitel 3.1/3.4), ist dies ein sehr schlechtes Resultat. Selbst bei Automaten
mit 100 Zustdnden koénnen sowohl GOAL als auch RABIT Universalitdt und auch Inklu-
sion in weniger als 5 Sekunden entscheiden. Diese Verfahren kénnen wesentlich grofsere
Automaten mit iiber 1000 Zusténden verarbeiten.

2000 |- T T

1500 N

1000 - N

durchschnittliche Zeit in s

500 | E |-

4 6 8 10

Anzahl von Zustanden

Abbildung 6.1: bendtigte Zeit zum Losen von Universalitit (QuAbs)

Fiir die vom Solver bendtigte Zeit gibt es auflerdem eine hohe Standardabweichung,
da einige Instanzen in sehr kurzer Zeit entschieden werden, wiahrend andere Formeln fir
Automaten der gleichen Gréfe nicht innerhalb des Timeouts von 30 Minuten gelGst werden.

Wie in Abbildung 6.2 zu sehen, kann die Formel fiir Universalitidt von QuAbs schon ab
Automaten mit 8 Zustdnden nur noch fiir 4 der 10 Automaten innerhalb von 30 Minuten
gelost werden. Obwohl QuAbs bei Automaten mit 8 Zusténden nur 4 Formeln 16sen konnte,
wurde jede dieser Formeln in unter einer Sekunde entschieden.
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Abbildung 6.2: Geloste Instanzen (QuAbs)

Durch eine leichte Anpassung verschwindet dieser Effekt. Der Solver benétigt fiir diese
Formeln dann allerdings wesentlich mehr Zeit (Abbildung 6.3). Fiir Automaten mit 7 Zu-
stdnden ist zwar eine hohe Standardabweichung zu erkennen, allerdings wurde keine der 3
gel6sten Instanzen in weniger als 290 Sekunden geldst. Modifiziert man den Eingabeauto-
maten, sodass dieser in jedem Zustand mindestens einen Ubergang fiir jeden Buchstaben
(siche Kapitel 4.3.1) besitzt, kann die Formel entsprechend veréndert werden, damit die
leere Zustandsmenge im Potenzautomaten ausgeschlossen wird. Da der Effekt nur bei nicht
universellen Automaten auftritt, ist bei den zugehorigen Potenzautomaten vermutlich die
leere Zustandsmenge erreichbar.
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Abbildung 6.3: bendtigte Zeit zum Losen der modifizierten Formel (QuAbs)

Inklusion

Das Entscheiden von Inklusion mithilfe von QBF-Solvern ist langsamer. Da pro Formel fiir
Inklusion jeweils zwei Eingabeautomaten bendtigt werden, wurden dieses Mal 20 zuféllige
Automaten generiert. Fiir je zwei dieser Automaten wurde eine QBF erzeugt, sodass wieder
10 Formeln fiir jede Automatengrofte getestet wurden. Der Solver QuAbs bendtigt hier
schon bei Automaten mit jeweils 4 Zustdnden sehr viel Zeit und kann die Formeln oft nur
in knapp innerhalb dem gewéhlten Timeout von 30 Minuten 16sen.
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Abbildung 6.4: bendtigte Zeit zum Losen von Inklusion (QuAbs)

Solver im Vergleich
Wie bereits erwéhnt, schneidet QuAbs im Vergleich mit anderen Solvern am besten ab.

In Abbildung 6.5 wird die Geschwindigkeit einiger Solver fiir das Losen von Universalitdt
verglichen. Die Auswahl der Solver wurde dabei auf Basis des Abschneidens in der QBFEval
2017 und der Zugénglichkeit der Software getroffen.

Der Solver GhostQ? kann bereits bei 7 Zustinden keine der Formeln mehr 16sen. Der
KNF-Solver DepQBF* erreicht schon bei Automaten mit 5 Zustinden das Timeout von
30 Minuten. Da die Formel fiir den Solver DepQBF automatisiert in KNF konvertiert
wurde, ist hier durch eine manuelle Kodierung der Formel in KNF moglicherweise eine
Verbesserung dieser Ergebnisse moglich.
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Abbildung 6.5: QBF-Solver im Vergleich

Parameter der Zufallsgenerierung der Automaten

Fiir die Generierung der Automaten wird eine Implementierung auf Basis des Modells

von Tabakov und Vardi verwendet [TVO05]. Fiir dieses Werkzeug werden die Parameter

transition density (td), der die Anzahl an Transitionen im Automaten beeinflusst, und

accepting state density (ad), der die Anzahl von Endzustdnden beeinflusst, benotigt.
Die Parameter, mit denen die Automaten generiert werden, haben einen direkten Ein-

fluss darauf, wie schnell der QBF-Solver die Formeln 16sen kann. Eine hohere transition

3GhostQ: https://www.cs.cmu.edu/ wklieber/ghostq/
“DepQBF: http://lonsing.github.io/depgbf/
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density fiihrt zu Automaten, fiir die Universalitdt mittels QBF-Solvern schwerer zu ent-
scheiden ist (Siehe Abbildung 6.6). Bei einer geringeren transition density erhoht sich
die Anzahl an Automaten, fiir die die generierten Formeln innerhalb des Timeouts gelost
werden kdnnen. Der Parameter accepting state density scheint keinen groften Einfluss
auf die benétigte Zeit zu haben. Diese Beobachtungen treffen auch auf die von RABIT
benétigte Zeit zu (getestet bei Automaten mit 100 Zusténden).

T T
—e—ad 0.5-td 1.0
—m-ad 0.5-td 1.5
1500 1| ——ad 0.5 - td 2.0
——ad 0.5 -td 2.5
—+—ad 0.1 - td 2.0
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Abbildung 6.6: Verschiedene Parameter im Vergleich

Bei sehr geringer transition density werden meistens nicht-universelle Automaten
generiert. Fiir diese Automaten kann die Formel oft sehr schnell gelost werden und auch fiir
grofkere Automaten von bis zu 100 Zustédnden kann die zugehdrige Formel oft in unter zwei
Minuten gelost werden. Bei groferen Automaten mit 200 oder mehr Zustdnden scheitert
der QBF-Solver QuAbs am verfiigbaren Arbeitsspeicher (etwa 13Gb).

Vorverarbeitung durch RABIT

Um bessere Ergebnisse zu erreichen, kénnen die Eingabeautomaten zunéchst durch RABIT
verkleinert werden (Siche Kapitel 3.4). Viele Automaten lassen sich auf diese Weise stark
verkleinern, oft werden dabei triviale Automaten mit nur einem Zustand erzeugt. Da dieser
Vorverarbeitungsschritt nur wenig Zeit benotigt, die Anzahl von Zustédnden und somit die
Grofse der Eingabe allerdings oft stark reduziert wird, konnen Algorithmen die auf diesen
Automaten arbeiten stark davon profitieren.

Universalitdt und Inklusion kann mittels QBF-Solvern durch diesen Schritt fiir urspriing-
lich wesentlich groftere Instanzen gelost werden. Ist RABIT jedoch nicht in der Lage die
Automaten (fiir Universalitdt) auf weniger als 8 bis 9 Zustédnde zu reduzieren kann die
generierte Formel in den meisten Féllen nicht innerhalb von 30 Minuten gelost werden.
Ausnahme sind hier weiterhin Instanzen fiir die nicht-Universalitit leicht gezeigt werden
kann.

6.2 FormelgroBe und -struktur

Bevor in Kapitel 6.3 die vorgestellten Varianten (Kapitel 4.3) mit den Ergebnissen der ur-
spriinglichen Kodierung verglichen werden, folgt eine Diskussion iiber einige Eigenschaften
der generierten Formeln. Zu diesem Zweck werden die Formeln fiir Universalitét betrachtet.
Die Formeln fiir Inklusion verhalten sich sehr dhnlich. Da fiir Inklusion mehr Gegenbeispiele
untersucht werden miissen, sind die generierten Formeln fiir Inklusion allerdings grofier.
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Die Anzahl der logischen Operatoren der generierten Formeln wéchst mit zunehmen-
der Zustandszahl schnell an (Siehe Abbildung 6.7). Im Vergleich mit Formeln, die fiir den
jihrlichen Wettbewerb QBFEval® verwendet werden, sind die generierten Formeln fiir Au-
tomaten mit 10 bis 100 Zustédnden jedoch verhaltnisméafig klein.

4-10°
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2-10° :

1-10° 8

Anzahl logische Operatoren

|
20 40 60 80 100
Anzahl von Zustanden

Abbildung 6.7: Grofse der generierten Formeln (Universalitét)

Die Parameter, mit denen der Automat generiert wurde, haben dabei nur einen geringen
Einfluss auf die Grofse der Formel. Ausschlaggebend ist vor allem die Gréfte des Automaten.
(Siehe Abbildung 6.8)
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Abbildung 6.8: Grofse der generierten Formeln fiir Automaten der Grofe 10 (Universalitét)

Aufféllig im Vergleich mit dhnlich grofen Formeln (beziiglich der Anzahl an Operatoren)
der QBFEval 2017 ist, dass fiir Universalitdt (und Inklusion) iiber eine groke Anzahl von
Variablen abwechselnd quantifiziert wird. Fiir Universalitdt bei Automaten mit 6 Zustén-
den werden 120 Variablen quantifiziert. Die Alternierungstiefe der Quantoren, also wie oft
die Art des Quantors gewechselt wird, betragt fiir diese Automaten 12. Nur wenige For-
meln der QBFEval 2017 verwenden dhnlich viele oder mehr Quantorenalternierungen, wie
Formeln fiir Universalitidt (oder Inklusion) vergleichbarer Grofse.

SQBFEval: http://www.qbflib.org/index_eval.php
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Abbildung 6.9: Wechsel zwischen All- und Existenzquantoren (Universalitét)

Um die Schwierigkeit der generierten QBFs besser mit den Testdaten der QBFEval 2017
in Beziehung setzen zu konnen, werden als néchstes Formeln mit &hnlicher geschéatzter
Baumuweite verglichen. Die Baumweite eines Graphen gibt dessen Ahnlichkeit zu einem
Baum an. In einer Arbeit von Pulina und Tacchella werden QBFs als Graphen interpretiert,
um deren Baumweite zu ermitteln [PT08|. Die Baumweite einer QBF kann dann verwendet
werden, um deren Schwierigkeit abzuschétzen. Da das berechnen der Baumweite eines
Graphen NP-vollsténdig ist, wird in der Arbeit von Pulina und Tacchella ein Werkzeug
QuTE (Quantified Treewidth Estimator) zur Anndherung dieses Wertes vorgestellt.

Fiir die 90 kleinsten Formeln dieses Datensatzes® wurden hier diese geschitzte Baum-
weite berechnet. (Grofere Formeln des Datensatzes verwenden wesentlich mehr Operato-
ren als die erzeugten Formeln fiir Universalitdt und deshalb nicht so gut vergleichbar).
Zum Vergleich dienen die zehn generierten Formeln zur Universalitidt bei Automaten mit
4 Zustdnden. Da QuTE nur Formeln in KNF verarbeiten kann, mussten diese Formeln in
das .qdimacs-Format konvertiert werden. Im Vergleich mit QBF-Solvern, die das .qcir-
Format verwenden, sind die getesteten Solver fiir Formeln in KNF deutlich langsamer.
(Siehe Abbildung 6.5)

Fiir die Formeln zur Universalitéit fiir Automaten mit 4 Zustdnden wurde eine durch-
schnittliche, geschitzte Baumweite von 51.9 (Standardabweichung von =~ 3.7) berechnet.
Der Solver DepQBF7 fiir Formeln in KNF-Form benétigte im Schnitt ~ 16.4s (Standard-
abweichung von ~ 8.1).

SQBFEval 2017: http://www.qbflib.org/evall7.zip
"DepQBF: http://lonsing.github.io/depqbf/
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Abbildung 6.10: Zeit fiir ahnliche Formeln (Automatengrofe 4)

Abbildung 6.10 zeigt, wie sich die generierten QBFs fiir Automaten mit 4 Zustdnden zu
ahnlichen Formeln (beziiglich Baumweite (links) und Anzahl von Operatoren (rechts)) aus
dem Datensatz der QBFEval 2017 verhalten. Im Vergleich mit Formeln dhnlicher Baum-
weite konnen die generierten QBFs oft ahnlich schnell oder schneller gelost werden. Eine
dhnliche Beobachtung ergibt sich im Hinblick auf Formeln mit einer &hnlichen Anzahl
logischer Operatoren.

Diese Beobachtungen liefern ein Indiz dafiir, dass die generierten Formeln in Hinsicht
auf andere Faktoren (als Baumweite und Grofe) leichter zu l6sen sind, als vergleichbare
Formeln. Um die Kodierung zu verbessern, ist eine Optimierung der Grofe und Baumweite
der Formeln vielversprechend.

Fiir grofere Automaten mit fiinf oder mehr Zusténden wird das Timeout von 30 Minuten
fiir jede getestete Instanz erreicht (Siehe Abbildung 6.11). Ob sich diese Beobachtung auch
flir grofsere Formeln fortsetzt, ist hier nicht direkt ersichtlich.
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Abbildung 6.11: Zeit fiir ahnliche Formeln (Automatengrofe 5)

Neben dem Werkzeug QuTE zum Schétzen der Baumweite wurde im angesprochenen
Paper von Pulina und Tacchella auferdem das Programm QuBIS vorgestellt. QuBIS (Quan-
tified Boolean formula Incomplete Solver) versucht, eine QBF entweder direkt zu lésen
oder zu vereinfachen. Dabei werden oft Formeln mit geringerer treewith erzeugt als die
Eingabeformel [PTO08].
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Fiir die generierten Formeln fiir Universalitat verringert die Verwendung von QuBIS die
geschiitzte Baumweite nur gering (meistens um weniger als 10%). Dennoch kénnen die
verkleinerten Formeln merkbar schneller gelost werden. Fiir Automaten mit 4 Zustédnden
verringert sich die durchschnittlich benétigte Zeit von ~ 16.4s auf ~ 10.3s. Fiir grofere
Automaten wird weiterhin bei allen Formeln das Timeout von 30 Minuten erreicht.

6.3 Anpassungen der Formel

In Kapitel 4.3 wurden einige Varianten der Konstruktion vorgestellt. Durch diese Varianten
sollte es dem Solver erleichtert werden, den Suchraum fiir die Belegung der Variablen zu
verkleinern. Im Folgenden wird der Einfluss dieser Varianten auf die Zeit, die zum Losen
der Formeln benétigt wird, untersucht. Hier wird weiterhin nur Universalitdt betrachtet.
Allerdings lassen sich alle Anpassungen auch, mit &hnlichen Ergebnissen, fiir Inklusion
verwenden.

Wie bereits in Kapitel 4.3.5 beschrieben, werden fiir die Varianten grofere Formeln
generiert. (Siehe Abbildung 6.12)

Die zweite Variante benétigt dabei weniger Operatoren als die erste und dritte Variante,
da ein Iterationsschritt innerhalb der reach; Teilformel eingespart werden kann.
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Abbildung 6.12: Groke der generierten Formeln (Universalitit)

Die in Kapitel 4.3.2 geduferte Vermutung beziiglich der bendtigten Zeit zum Losen der
Formeln bestétigt sich (Siehe Abbildung 6.13). Keine der ersten drei Varianten wird effizi-
enter gelost als die urspriingliche Kodierung. Da die generierten Formeln der vorgestellten
Varianten grofer sind, als die Formeln der einfachen Kodierung, bendtigen die QBF-Solver
erwartungsgeméfs mehr Zeit, um diese zu 16sen.
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Abbildung 6.13: Benoétigte Zeit zum Losen von Universalitidt (QuAbs)

Variante 1I ist dabei merklich einfacher zu l6sen, als die anderen beiden Varianten. Dies
lasst sich darauf zuriickfiithren, dass diese Variante im Vergleich zu Variante I und Variante
ITT wesentlich kleiner ist, da ein Iterationsschritt der reach; Formel eingespart werden kann
(Siehe Kapitel 4.3.2).

Die vierte Variante ist dabei die einzige Variante, die weniger Zeit benétigt als die ur-
spriingliche Kodierung. Diese Zeiteinsparungen treten nur bei nicht universellen Automaten
auf. Im Vergleich zu bekannten Verfahren ist selbst Variante IV immer noch wesentlich lang-
samer. Durch die in Kapitel 4.3.4 vorgestellte vierte Variante ist es moglich, Nein-Instanzen
in groferen Automaten (teilweise mit bis zu 100 Zusténden) innerhalb von 30 Minuten zu
identifizieren. Existierende Implementierungen bekannter Verfahren 16sen Universalitéit auf
diesen Automaten allerdings in weniger als 5 Sekunden.

6.4 Zusammenfassung

Im Vergleich mit existierenden Implementierungen fiir die Entscheidungsprobleme Uni-
versalitdt und Inklusion benodtigen aktuelle QBF-Solver wie QuAbs wesentlich mehr Zeit
zum Losen der entsprechenden Formeln. Fiir Universalitdt werden die meisten Formeln
bei Automaten ab 8 Zustdnden nicht mehr innerhalb von 30 Minuten gelost. Fiir Inklusi-
on wird sogar schon bei Automaten mit 5 Zustdnden das Timeout erreicht. Existierende
Implementierungen wie z. B. GOAL oder RABIT bendétigen selbst bei wesentlich gréfseren
Automaten nur einen Bruchteil der Zeit.

Auch einige untersuchte Umformungen der Formel liefern kein besseres Ergebnis. Ledig-
lich fiir nicht-universelle Automaten konnte in Kapitel 4.3.4 eine wirksame Verbesserung
der Kodierung gefunden werden. Diese ist allerdings auch im besten Fall weiterhin den
etablierten Ansétzen zum Losen dieser Entscheidungsprobleme weit unterlegen.

Die generierten Formeln scheinen fiir QBF-Solver sehr schwer zu 16sen zu sein. Aktuelle,
in QBF-Solvern implementierte, Strategien scheinen den Suchraum fiir die generierten
Formeln bei universellen Automaten nicht geniigend eingrenzen zu kénnen.

Eine Reduzierung der Formelgréfse oder der Baumweite kdnnte hier moglicherweise zu
besseren Ergebnissen fithren (siehe Kapitel 6.2). Eine automatisierte Vereinfachung der
Formeln durch ein Werkzeug wie QuBIS ist hier allerdings nicht ausreichend.
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7 Fazit und Ausblick

Universalitdt und Inklusion fiir nicht-deterministische endliche Automaten sind zwei
PSpace-vollstdndige Entscheidungsprobleme der Informatik. Der klassische Ansatz bend-
tigt den Potenzautomaten, um diese Probleme zu entscheiden. Da dessen Konstruktion
sehr aufwendig ist, versuchen moderne Verfahren [DDHRO06, BP13| diesen Schritt wei-
testgehend zu vermeiden. In vielen Féllen kann es so vermieden werden, den kompletten
Potenzautomaten zu konstruieren.

In dieser Arbeit wurde ein weiterer alternativer Ansatz vorgestellt. Aufbauend auf der
Potenzmengenkonstruktion kénnen die Entscheidungsprobleme Universalitdt und Inklusi-
on fiir nicht-deterministische endliche Automaten in eine quantifizierte boolesche Formel
kodiert werden. Fiir das Erfillbarkeitsproblem von QBF gibt es viele verschiedene Ver-
fahren |[LE17, Ten16|, welche in der Lage sind, auch sehr grofe Formeln in kurzer Zeit zu
16sen (siehe Kapitel 2). Da dieses Problem ebenfalls PSpace-vollstandig ist, benttigen diese
Verfahren im schlimmsten Fall auch exponentiell viel Zeit.

Zum effizienten Entscheiden von Universalitdt und Inklusion ist eine Kodierung in QBF
nicht geeignet. Viele der existierenden Algorithmen zum Losen dieser Probleme verwenden
exponentiellen Platz und lassen sich demnach nicht als QBF kodieren. Die vorgestellte
Kodierung basiert auf der Potenzmengenkonstruktion und benotigt wesentlich mehr Zeit
als existierende Implementierungen (anderer Algorithmen), wie z. B. GOAL [TCT*08] oder
RABIT [MC13| (siche Kapitel 6.1).

Es wurden einige Variationen der Kodierung untersucht. Durch eine kleine Modifika-
tion konnte dabei die Geschwindigkeit fiir das Suchen von Gegenbeispielen erhéht wer-
den. Keine dieser Modifikationen der Konstruktion konnte bei universellen Automaten
(bzw. enthaltenden Automaten) bessere Ergebnisse erzielen.

Der Grofiteil der verwendeten logischen Gatter und Quantoren wird erzeugt, um einen
Pfad innerhalb des Automaten zu suchen. Alle Varianten der Konstruktion verwenden die
gleiche (bzw. sehr @hnliche) Teilformel reach;, um diesen Pfad zu finden. Da die Grofe
dieser Teilformel quadratisch mit steigender Zustandszahl zunimmt, besteht dort der grof-
te Optimierungsbedarf. Gleichzeitig werden fiir den vorgestellten Ansatz zu Universalitit
und Inklusion Gegenbeispiele exponentieller Lénge bendtigt. Dementsprechend gibt es nur
wenig Spielraum, um die Konstruktion in dieser Hinsicht zu verbessern.

Neben der Optimierung der Grofe der Formeln ist auflerdem eine Reduzierung der Baum-
weite erfolgversprechend (Siehe Kapitel 6.2), um die benétigte Zeit zu reduzieren. Ein
zusitzlicher Ansatz fiir eine weiterfithrende Forschung wiére eine direkte Kodierung in kon-
junktive Normalform (KNF). Dadurch kénnten KNF-Solver die Formeln mdglicherweise
wesentlich schneller 16sen, als Formeln die automatisiert in KNF konvertiert wurden.
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Akronyme

DEA deterministischer endlicher Automat.

DNF disjunktive Normalform.
KNF konjunktive Normalform.
NEA nicht-deterministischer endlicher Automat.

QBF quantifizierte boolesche Formel.
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