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1 Einleitung

1.1 Motivation und Ziel der Arbeit

Graphen dienen in der Informatik als Darstellungsmittel zur Beschreibung und Veran-
schaulichung komplexer Sachverhalten ([III09]) und Zusammenhénge. Auflerdem kon-
nen sie eingesetzt werden, um kompliziert strukturierte Datenobjekte zu bearbeiten
und zu untersuchen. Durch sie lassen sich Beziehungen oder Abhéngigkeiten zwischen
Einzelheiten ausdrucken (vgl. [Kusl7]). Heutzutage finden Graphen ihre Anwendung
zum Beispiel im Internet, in Straflennetzen und Rechnernetzen.

Petri-Netze sind Werkzeuge zur Modellierung, Analyse und Simulation von nichtde-
terministischen, nebenldufigen, diskreten, verteilten und dynamischen Systemen. Sie
wurden von dem deutschen Mathematiker und Informatiker Carl Adam Petri erfun-
den, der sie zum ersten Mal in seiner Dissertation ,Kommunikation mit Automaten*
(1962) einsetzte. Sie finden ihre Anwendung zum Beispiel in der Modellierung von
Geschafts-, Produktions- und Betriebssystemprozessen.

Die am meisten behandelten und wichtigsten Probleme in der Graphentheorie sind
Entscheidungsprobleme. Sie lassen sich allgemein durch den Beweis ihre Entscheidbar-
keit l6sen.

Bei Petri-Netzen beantwortet das Erreichbarkeitsproblem grundsétzlich die Frage, ob
eine gegebene Markierung von der Startmarkierung aus erreichbar ist. Dieses Problem
ist entscheidbar ([PWO0S§]). Es stellt sich die Frage, ob Petri-Netz-Werkzeuge zum Bei-
spiel zur Losung von schwierigen Graphproblemen eingesetzt werden konnen.

In dieser Arbeit wird der Frage nachgegangen, ob und inwiefern sich Entscheidungspro-

bleme fiir Graphen auf das Erreichbarkeitsproblem fiir Petri-Netze reduzieren lassen.

1.2 Aufbau der Arbeit

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in sieben Kapitel: Zunéchst ist das vorliegende Ka-
pitel der Einleitung gewidmet. Anschliefend werden im zweiten Kapitel grundlegende
Begriffe aus der Graphentheorie eingefiihrt. Darauf aufbauend wird im dritten Kapitel
erldutert, was Entscheidungsprobleme sind. Zusétzlich werden einige Entscheidungs-
probleme vorgestellt. Danach werden die Begriffe Komplexititsklasse N P, Reduktion
und N P-Vollstandigkeit exponiert. Daraufthin steht im Fokus des vierten Kapitels die
Einftihrung von Stellen/Transitionssystemen. Anschliefend widmet sich das finfte Ka-

pitel der Reduktion des Hamiltonschen-Wege-Problems auf das Erreichbarkeitsproblem



fiir Stellen/Transitionssysteme. Das sechste Kapitel beschéftigt sich mit der Reduktion
des Rundreiseproblems auf das Erreichbarkeitsproblem fiir Stellen/Transitionssysteme.
Eine Zusammenfassung meiner Ergebnisse und ein kurzer Ausblick auf mogliche Er-

weiterungen schliefen die Arbeit ab.



2 Graphen

Ein Graph ist ein Paar, bestehend aus einer endlichen nichtleeren Knotenmenge und
einer Kantenmenge. Jedem Element der Kantenmenge ist eine Teilmenge der Knoten-
menge zugeordnet, bestehend aus eins oder zwei Elemente. Die Elemente der Kno-
tenmenge heien Knoten oder Ecken ([Nit04]) und die der Kantenmenge Kanten. Die
Knoten sind je nach Graphen-Art durch gerichtete oder ungerichtete Kanten mitein-
ander verbunden.

Manche Graphen haben bestimmte Eigenschaften wie die von dem irischen Mathe-
matiker und Physiker William Rowan Hamilton (4.August 1805 — 2.September 1865)
erfundenen Hamiltonschen Graphen, die im Laufe dieser Arbeit oft zum Einsatz kom-
men werden.

In diesem Kapitel werden grundlegende Definitionen und Begriffe aus der Graphen-
theorie mit einigen Beispielen vorgestellt. Die Definitionen aus orientieren sich
an denen von gerichteten und ungerichteten Graphen aus dem Buch von Beierle und
Kern-Isberner ([BKI14]). Weitere Definitionen wie Hamiltonscher Weg, Hamiltonscher
Kreis und Hamiltonscher Graph orientieren sich an dem Buch von Krumke und Nol-
temeier ([KNQ9]). Dartiber hinaus orientieren sich die Definitionen fiir den Eulerschen
Weg, Eulerschen Kreis und Eulerschen Graph an dem Buch von Uwe Kastens und Hans
Kleine Biining ([KB18]) und dem Buch von Krumke und Noltemeier ([KNO9|).

2.1 Ungerichtete und gerichtete Graphen

Ein Graph ist ein Paar G = (V, E). V ist die Knotenmenge von G und E die Kan-
tenmenge von G mit £ C V x V. G heifit ungerichteter Graph, wenn Vug,v; € V,
(vg,v1) € E = (v1,19) € E (symmetrische Eigenschaft von E), sonst heifit G gerich-
teter Graph. Bei einem ungerichteten Graphen gibt es fiir jede Kante von a nach b
auch eine Kante von b nach a. Aus diesem Grund werden die beiden Kanten in graphi-
schen Darstellungen zu einer Kante zusammengefasst und die Pfeilspitzen weggelassen.
Abbildung [1] zeigt ein Beispiel eines ungerichteten Graphen; in Abbildung [2]ist ein ge-
richteter Graph zu sehen.

Eine Schlinge ist eine Kante der Form (v, v), wobei ein Knoten mit sich selbst verbun-
den wird. Folglich gilt £ C {(v,v") € V x V | v # v'}. Abbildung |3| auf der folgenden
Seite stellt Schlingen in einem ungerichteten Graphen dar. Im weiteren Verlauf dieser

Arbeit werden gerichtete Graphen ohne Schlingen betrachten.
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Abbildung 1: Ungerichteter Graph(G”)

Abbildung 2: Gerichteter Graph(G)

Abbildung 3: Ungerichteter Graph(G’) mit Schlingen

2.2 Gewichtete Graphen

Ein Graph heiit gewichtet, falls seine Kanten mit natiirlichen Zahlen als Gewicht ver-

sehen sind. Abbildung [ auf der folgenden Seite stellt einen gewichteten Graphen dar.
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Abbildung 4: Gewichteter Graph

2.3 Wege et Kreise

2.3.1 Weg

Ein Weg in G von v nach v der Lange n ist eine Folge vy...v, mit vg = v, v, = v’ und
(vi—1,v;) € E fir i = 1,...,n. In Abbildung [2] stellt p = ABCDFEAB einen Weg dar,
der die Kante (A, B) zwei Mal besucht.

2.3.2 Einfacher Weg

Ein Weg in GG von v nach v’ heifit einfach, wenn jeder seiner Knoten nur einmal besucht
wird. In Abbildung [2| stellt p = ABCDFEG einen einfachen Weg im Graphen G dar.

2.3.3 Kreis

Ein Kreis ist ein Weg im Graphen G von v nach v der Lange n > 2 mit gleichem
Anfangs- und Endknoten. In Abbildung 2| stellt p = GFADFEG einen Kreis im Gra-
phen G dar.

2.3.4 Einfacher Kreis

Ein Kreis vy, ..., v, ist ein einfacher Kreis, falls vg, ..., v,_1 ein einfacher Weg ist. In
Abbildung [2] stellt p = ABCDFE A einen einfachen Kreis im Graphen G dar.

2.3.5 Hamiltonscher Weg

Ein Hamiltonscher Weg im Graphen G = (V, E) ist ein einfacher Weg in G der Lange

12



|V| — 1, das heiit, dass jeder Knoten aus V' genau einmal besucht wird. In Abbildung
stellt p = ABCDF EG einen Hamiltonschen Weg im Graphen G dar.

2.3.6 Hamiltonscher Kreis

Ein Hamiltonscher Kreis im Graphen G = (V, E) ist ein einfacher Kreis der Lange |V].
In Abbildung[2|stellt p = ABCDEGF A einen Hamiltonschen Kreis im Graphen G dar.

2.3.7 Hamiltonscher Graph

Ein Graph G = (V, E) wird Hamiltonsch genannt, falls er einen Hamiltonschen Kreis
enthélt. Der Graph G in Abbildung [2]ist ein Hamiltonscher Graph, da er einen Hamil-
tonschen Kreis (wie zum Beispiel p = ABCDEGF A) enthélt.

2.3.8 Eulerscher Weg

Ein Eulerscher Weg im Graphen G = (V| E) ist ein Weg, der jede Kante aus E genau
einmal durchlauft. In Abbildung (1| stellt p = eabcdbed einen Eulerschen Weg in dem
ungerichteten Graphen G’ dar.

2.3.9 Eulerscher Kreis

Ein Eulerscher Kreis im Graphen G = (V, E) ist ein Kreis, der jede Kante aus £ genau

einmal durchlauft.

2.3.10 Eulerscher Graph

Ein Graph G = (V| E) heifit Eulersch, falls er einen Eulerschen Kreis enthélt.

Abbildung 5: Eulerscher Graph(G’)
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Abbildung [5| auf der vorherigen Seite stellt einen Eulerschen Graphen dar, denn sie
enthélt den Eulerschen Kreis p = abedecfgchica.

2.3.11 Distanz

Sei p = vy...v, ein Weg, dann ist dist(p) = i, dist((v;—1,v;)) die Distanz dieses

Weges, das heifit die Summe der Distanzen aller seiner besuchten Kanten.

Abbildung 6: Graph mit Distanzen

In Abbildung [6] ist der Weg p = ABCEFD erkennbar. Die Distanz dieses Weges
betragt:

dist(p) = dist(A, B) 4+ dist(B, C) + dist(C, E) + dist(E, F) + dist(F, D)
=1+1+1+3+2
=38

14



3 Entscheidungsprobleme

Die wichtigsten und bedeutungsvollen Probleme der mathematischen Logik sind Ent-
scheidungsprobleme, die 1928 von dem deutschen Mathematiker David Hilbert einge-
fihrt wurden (vgl.[BGG10]). Entscheidungsprobleme lassen sich in Komplexitétsklas-
sen aufteilen. In diesem Kapitel werden sowohl die Definition fiir das Entscheidungs-
problem als auch die in dieser Arbeit betrachteten Beispiele vorgestellt. Auflerdem
werden die Definitionen fiir Reduktion und Polynomialzeitreduktion eingefiihrt, die
dazu dienen, die Entscheidbarkeit bzw. Unentscheidbarkeit von Problemen zu zeigen
([Wim08§|). Da sich Entscheidungsprobleme in der Informatik meist in Komplexitéts-
klassen aufteilen lassen, wird eine davon vorgestellt, und zwar die Klasse N P.

Die Aussagen aus dem folgenden Abschnitt iiber Entscheidungsprobleme orientieren
sich an dem Buch von Alexander Asteroth und Christel Baier (JAB02]). Die Defini-
tionen fiir die Klasse NP (siehe Abschnitt und Reduktion (siehe Abschnitt
orientieren sich an dem Vorlesungsskript iiber Algorithmen auf Graphen von Dr. Sabine
Kuske ([Kusl7]). Die Definition fiir die N P-Vollstandigkeit eines Problems orientiert
sich an dem Buch von Weicker ([WW13]). AuBerdem orientiert sich die Definition des
Traveling-Salesman-Problems fiir gerichtete Graphen an dem Buch von Volker Turau
([Tur09]).

Entscheidungsprobleme sind Probleme der Form D : IN — {Ja, Nein}, die jeweils
einen Eingabebereich I N besitzen und fiir jede Eingabe entweder Ja oder Nein lie-
fern. Fiir solche Probleme muss es einen Algorithmus geben, der diese 16st, sonst hei-
Ben sie unentscheidbar. Das Halteproblem ist eines der bekanntesten unentscheidbaren
Probleme, die es gibt, wobei es darum geht, mit Hilfe eines Algorithmus herauszufin-
den, ob ein gegebenes Programm nach endlich vielen Schritten terminiert oder nicht.
Entscheidbare Probleme sind zum Beispiel das Hamiltonsche-Kreis-Problem und das
Traveling-Salesman-Problem. Im Laufe dieser Arbeit werden diese beiden Probleme fiir
Wege (siehe Abschnitt und statt Kreise in gerichteten Graphen behandelt .

Sowohl die Entscheidbarkeit als auch die Unentscheidbarkeit von Problemen kann mit
Hilfe von Reduktion bewiesen werden. Erfolgt eine Reduktion in polynomieller Zeit,
heifit sie Polynomialzeitreduktion. Mit Polynomialzeitreduktion kann zum Beispiel die

N P-Harte eines Entscheidungsproblems bewiesen werden.

3.1 Das Hamiltonsche Wege-Problem fiir gerichtete Graphen

Das Hamiltonsche Wege-Problem stellt die Frage, ob es in einem gerichteten Graphen

G = (V, E) einen einfachen Weg der Léange |V| — 1 gibt. Es kann wie folgt formuliert
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werden:

HAMPATH

Eingabe: G = (V, F)

Ja falls G einen Hamiltonschen Weg enthélt
Ausgabe:

Nein sonst

Beobachtung 1:

HAMPATH ist entscheidbar.

Beweis.
Um zu zeigen, dass HAMP AT H entscheidbar ist, reicht es einen (nichtdeterministi-
schen) Algorithmus anzugeben, der das Problem 16st.

Algorithmus:

1. Rate eine Permutation 7 der Knotenmenge V.

2. Teste deterministisch in Polynomialzeit, ob 7 ein Hamiltonscher Weg in G ist.
 Falls ja, gibt Ja aus (und stoppe).
o Falls nein, gibt Nein aus (und stoppe).

Der oben vorgestellte Algorithmus 16st HAMPATH.
HAMPATH ist also entscheidbar.

3.2 Das TSP fiir gerichtete Graphen

Das Traveling-Salesman-Problem stellt die Frage , ob es in einem gerichteten Graphen
G einen Hamiltonschen Kreis gibt, dessen Distanz hochstens k& (vorgegebene natiirliche

Zahl k € N) ist. Es kann wie folgt formuliert werden:
TSP
Eingabe: G = (V, E), dist : E — N, k € N.

Ja falls 3 ein Hamiltonscher Kreis p in G mit dist(p) < k
Ausgabe:

Nein sonst .
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Beobachtung 2:

TSP ist entscheidbar.

Der Beweis geht analog zu dem Beweis der Entscheidbarkeit von HAMPATH aus
dem Abschnitt [3.1 und wird deswegen hier nicht ausgefiihrt.

Bei dem Entscheidungsproblem TSPPATH stellt sich die Frage , ob es in einem
gerichteten Graphen G einen Hamiltonschen Weg gibt, dessen Distanz hochstens k

(vorgegebene nattrliche Zahl k € N) ist. Es kann wie folgt formuliert werden:
TSPPATH
Eingabe: G = (V, E), dist : E — N, k € N.

Ja falls 3 ein Hamiltonscher Weg p in G mit dist(p) < k

Ausgabe:
Nein sonst .

Beobachtung 3:

TSPPATH ist entscheidbar.

Der Beweis geht analog zu dem Beweis der Entscheidbarkeit von HAMPATH aus
dem Abschnitt 3.1 und wird deswegen hier nicht ausgefiihrt.

3.3 Die Klasse NP

Ein Entscheidungsproblem liegt genau dann in der Klasse NP, wenn es sich durch
einen nichtdeterministischen Algorithmus mit polynomiellem Zeitaufwand 16sen lasst.
Folgender Satz besagt, dass folgende Entscheidungsprobleme in N P liegen: HAMP AT H,
TSP und TSPPATH.

Satz 1:
HAMPATH, TSP, TSPPATH € NP

Bewets.

Dass HAMPATH in NP liegt, wurde bereits im Beweis von Beobachtung [1] gezeigt.
Fir TSP und TSPPATH verlauft die Argumentation analog.
[ |
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3.4 Reduktion

Seien D und D’ zwei Entscheidungsprobleme mit den Eingabemengen I N bzw. I N'.
Dann heifit D auf D’ reduzierbar (Notation: D < D'), falls es eine berechenbare Uber-
setzungsfunktion f : IN — I N’ gibt, so dass gilt:

D(z) = Ja<= D'(f(x)) = Ja

Léasst sich f in Polynomialzeit berechnen, so handelt es sich um eine Polynomialzeit-
reduktion (Notation D <p D’). Lésst sich ein Entscheidungsproblem D auf ein Ent-
scheidungsproblem D’ reduzieren und gibt es einen Algorithmus zum Losen von D', so
lasst sich dieser Algorithmus zum Losen von D benutzen.

Auf den Beweis des folgenden Satzes wird hier verzichtet. Der ist zum Beispiel in
[HMUO02] zu finden.

Satz 2:
Es seien Dy und Dy zwei Entscheidungsprobleme mit Dy < Dy
e ist Dy entscheidbar, so ist auch Dy entscheidbar.

e ist D1 unentscheidbar, so ist auch Do unentscheidbar.

In spéteren Kapiteln wird gezeigt, dass sich HAMPATH und TSPPATH auf ein
Entscheidungsproblem fiir Petri-Netze reduzieren lasst. So kénnte zum Beispiel unter-
sucht werden, inwieweit sich Petri-Netz-Werkzeuge zur Losung dieser Probleme einset-

zen lassen.

3.5 NP-Volistandigkeit

N P-vollstandige Probleme sind die schwersten Problemen in der Klasse N P und wur-
den 1971 von dem Mathematiker und Informatiker Stephen Cook in seiner wissenschaft-
lichen Publikation mit dem Titel ,/ The Complexity of Theorem Proving Procedures®
eingefiithrt [GJ79).

Ein Entscheidungsproblem D ist N P-vollstéandig, falls:

« De NP

o D ist NP-hart, das heifit, jedes Problem D’ in NP lasst sich in Polynomialzeit
auf D reduzieren (VD' € NP : D' <p D).

18



Folgender Satz besagt, dass, wenn sich das Entscheidungsproblem D; in Polynomialzeit
auf das Entscheidungsproblem D, reduzieren lasst und D; N P-hart ist, dann ist D,
auch N P-hart. Auf den Beweis wird hier verzichtet, weil ein analoger Beweis mit der
N P-Vollsténdigkeit in [GJ79, S.38] zu finden ist.

Satz 3:

Es seien Dy und Dy zwei Entscheidungsprobleme.
Dy <, Dy und D, ist NP-hart = Dy ist N P-hart.

Beobachtung 4:

HAMPATH, TSP, TSPPATH sind N P-vollstindig.

Die Beweise der N P-Vollstindigkeit von HAMPATH, TSP und TSPPATH sind

zum Beispiel in [GJ79] zu finden, daher werden sie hier nicht mehr ausgefiihrt.
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4 Stellen/Transitions-Systeme

In diesem Kapitel wird eine Petri-Netz-Art vorgestellt, und zwar Stellen /Transitions-
Systeme. Auflerdem werden die Begriffe Netz, Schaltfolge, Erreichbarkeit, Erreichbar-
keitsproblem, Teilerreichbarkeitsproblem und beschrankte Stellen/Transitions-Systeme
eingefiihrt. Die in diesem Kapitel vorgestellten Definitionen orientieren sich an dem Vor-
lesungsskript iiber Petri-Netze von Dr. Sabine Kuske ([Kus1§]), das bei dem Teil tiber
Netze auf der Arbeit von Rozenberg und Engelfriet [RE98| basiert und bei dem
Teil iiber Stellen/Transitions-Systeme auf den Biichern von Priese und Wimmel
[PWOS| und Starke [Sta90] basiert. Die Teile tiber die Komplexitat des Erreichbarkeits-
problems und das Teilerreichbarkeitsproblem orientieren sich an dem Buch von Priese
und Wimmel [PWO0S].

4.1 Netz

Ein Netz besteht aus einer Menge von Stellen, einer Menge von Transitionen. Transi-
tionen und Stellen sind durch eine Flussrelation miteinander verbunden. Keine Stelle
darf gleichzeitig eine Transition sein. Formal ist ein Netz wie folgt definiert.

Ein Netz ist ein Triple N = (S, T, F') mit:

o S ist eine endliche Menge von Stellen
o T ist eine endliche Menge von Transitionen mit SNT = ()

o Fist eine Flussrelation mit £ C (S x T)U (T x S) .

Die Elemente in F' werden Kanten genannt.

Es ist auflerdem Folgendes anzumerken:
o Stellen werden graphisch durch Kreise dargestellt.
o Transitionen werden graphisch durch Rechtecke dargestellt.

o Gerichtete Kanten verbinden Stellen und Transitionen miteinander.

Stelle O
Transition d
Kante

Tabelle 1: Visualisierung der Komponenten eines Netzes

Abbildung [7] zeigt das Netz N = (S, T, F) mit :

S - {807 51,82, 83}7
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T = {to,tl,tg} und
F ={(s0,%), (to, 51), (s1,t1), (t1, 51), (1, S3), (to, 52), (S2,ta), (2, S3) }-

S1

O—1h O
O—*h

S92

Abbildung 7: Ein Netz

4.1.1 Vorbereich und Nachbereich

Eine Stelle s heifit Vorstelle einer Transition ¢, falls es eine Kante von s nach ¢ im Netz
gibt. Falls es eine Kante von ¢ nach s gibt, wird s als Nachstelle von t bezeichnet. Die
Menge aller Vorstellen einer Transition ist ihr Vorbereich und die Menge aller Nach-

stellen ihr Nachbereich. In analoger Weise haben auch Stellen Vor- und Nachbereiche.

Seix e SUT .
‘r={ye SUT| (y,x) € F} wird Vorbereich von = genannt.
z*={y € SUT | (x,y) € F} wird Nachbereich von x gennant.

In Abbildung 7| sind *tg = {so} und t§ = {s1, s2} die Vor- und Nachstellen der Tran-
sition tg. ®s; = {to,t1} und s} = {t;} sind die Vor- und Nachtransitionen der Stelle

S1.

4.1.2 Markierung

Sei STS = (S, T, F,W, My) ein S/T-System. Eine Markierung von ST'S ist eine Abbil-
dung M : S — N, die jeder Stelle eine natiirliche Zahl zuordnet.

Die Tokens werden graphisch durch kleine gefiillte Kreise (o) innerhalb einer Stelle
dargestellt. Abbildung [§] zeigt das Netz aus Abbildung [7] mit der Markierung M, die
den Stellen sg, s1, 82 und s3 die natiirlichen Zahlen 2,1,0 und 0 zuordnet, das heifit
M(sg) =2, M(s1) =1, M(sg) =0 und M(s3) =0.

Werden die Stellen in eine Reihenfolge gebracht, konnen Markierungen als Tupel notiert
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werden. Zum Beispiel kann so die genannte Beispielmarkierung M als (M (so), M (s1), M (s2),
M (s3)) geschrieben werden, das heifit M = (2,1,0,0).

51
o tl

S3

e—10h O
O—>t2

592

Abbildung 8: Eine Markierung M

4.2 Stellen/Transitions-Systeme

Stellen/Transitions-Systeme (kurz S/T-Systeme) bestehen aus einem Netz mit einer
Anfangsmarkierung. Jede Kante ist zusétzlich mit einem Gewicht versehen, das neben
die Kante geschrieben wird, wobei die Zahl 1 in graphischen Darstellungen weggelassen
werden kann.

Formal ist ein S/T-System wie folgt definiert:

Ein 5-Tupel ST'S = (S, T, F, W, M) heifit Stellen/Transitions-System, wenn gilt:

e (S,T,F) ist ein Netz.

o W :F — Ny ist eine Abbildung, die jeder Kante eine positive natiirliche Zahl

als Gewicht zuordnet.

o My : S — Nist eine Abbildung, die jeder Stelle eine natiirliche Zahl zuordnet.

My wird Anfangsmarkierung genannt.
Abbildung [J] stellt das Stellen/Transitions-System (S, T, F, W, M) dar mit:

b S — {80781752783}7
T = {to,tl,tg} und
F - {(807t0)7 (t07 51); (817t1)7 (tla 51)7 (tla 53); (t07 82)7 (527t2)7 (t27 53)}'

L W(S(),t()) = 1, W(to,Sl) = ]_, W(Sl,tl) = 2, W(tl,Sl) = ]_, W(t1,83) = 1,
W(to, SQ) = 1, W(Sg,tg) = 2, W(tz, 83) =1.

o Mo(SQ) = 1, MO(Sl) = 1, MO(SQ) =1 und Mo(Sg) =0.
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Abbildung 9: Beispiel eines Stellen/Transitions-Systems

4.2.1 Aktivierte Transition

Sei ST'S = (S, T, F,W, My) ein S/T-System und sei M : S — N eine Markierung von
ST'S . Eine Transition ¢ € T heifit M-aktiviert, wenn Vs € *¢ gilt: M(s) > W (s, t).
Die Tokenzahl jeder Vorstelle s von ¢ muss also grofler gleich dem Gewicht der Kante
sein, welche die Stelle s und die Transition ¢ miteinander verbindet.

Die Transition to in Abbildung [9] ist unter der Anfangsmarkierung M, aktiviert, da
M(sp) =1 > W(sg,tp) = 1.

4.2.2 Schalten einer Transition

Sei STS = (S,T, F,W, Myp) ein S/T-System und seien M, M’ : S — N Markierungen
von STS. Eine M-aktivierte Transition ¢ € T schaltet von M nach M’ (Notation
MItyM'), wenn gilt:

M(s) — W (s,t) fir se *t—t*

M(s) = M(s)+W(t,s) fir set*—*¢
M(s) —W(s,t)+W(t,s) fir se *tnt*
M(s) sonst.

M’ heifit Folgemarkierung von M.
4.2.3 Schaltfolge
Sei STS = (S, T, F,W, Myp) ein S/T-System. Es gilt:

(1) Das leere Wort \ ist eine Schaltfolge von M nach M (Notation M[A\)M) fir jede
Markierung M : S — N.
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(2) Seien M, M', M" : S — N Markierungen von ST'S , w € T* eine Schaltfolge
von M nach M’', das heifit M[w)M’, und sei t € T mit M’'[t)M”. Dann ist wt
eine Schaltfolge von M nach M”| das heifit M [wt)M".

Eine mogliche Schaltfolge des Systems in Abbildung [9] ist ¢t;t5. Nach dem Schalten
der Transition t; entsteht die in Abbildung [10] dargestellte Markierung M.

51
(X) 11

2

O—h O
@—2>t2

59

Abbildung 10: Markierung M; nach dem Schalten von
Nachdem t, geschaltet hat, kann sie nicht mehr schalten, da M (sg) < W (s, to). Nur

t; oder ty kann geschaltet werden.
Nach dem Schalten der Transition t; entsteht die Markierung M, aus Abbildung [I1]

51
o tl

O— ®
@—2>t2

592

Abbildung 11: Markierung Ms nach dem Schalten von ¢,

Nachdem t; geschaltet hat, kann sie nicht mehr schalten, da Ms(s1) < W(s1,t1). Nur
to kann zum Schluss geschaltet werden. Beim Schalten der Transition ¢, werden zwei
Tokens aus sy herausgenommen und eins in s3 reingesteckt. sz besitzt jetzt zwei Tokens.
Es entsteht die Markierung M; aus Abbildung [12]

Bei M3 kann keine Transition mehr geschaltet werden. Das S/T-System befindet sich
somit in einem Deadlock. Weiter unten (Abschnitt werden die Begriffe Deadlock

und Deadlockfreiheit erldutern.
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Abbildung 12: Markierung M3 nach dem Schalten von ¢,

4.3 Erreichbarkeit

Bestimmte Markierungen eines S/T-Systems konnen von anderen aus mit einer Schalt-
folge erreichbar sein. Die erreichbaren Markierungen eines S/T-Systems sind alle Mar-

kierungen die von der Startmarkierung M, erreichbar sind.

4.3.1 Erreichbare Markierung

Sei STS = (S,T, F,W, Myp) ein S/T-System und seien M, M’ : S — N Markierungen
von ST'S. Dann heifit M’ erreichbar von M (Notation M [x)M' ), falls es eine Schalt-
folge w € T* gibt, so dass M|w)M’. Die Menge der von M erreichbaren Markierungen
ist definiert als Reach(M) = {M' : S — N | M[*)M'}. Die Menge der in ST'S er-
reichbaren Markierungen ist Reach(STS) = Reach(My).

Laut Tabelle [2] ist die Markierung Mj von der Anfangsmarkierung M, durch die
Schaltfolge totito erreichbar, das heifit My[totite) M3 (Mo[to) Mi[t1) Ma[te) M3 mit My =
(1,1,1,0), M, = (0,2,2,0), My = (0,1,2,1) und M; = (0,1,0,2)).

Markierungen Stellen Mogliche Schaltungen
So S1 So S3
My 1 1 1 0 to — My
Ml 0 2 2 0 t1 — M2
to — My
Moy 0 1 2 1 to — M3
My 0 2 0 1 t1 — M;
M3 0 1 0

Tabelle 2: Markierungstabelle fur das S/T-System in Abbildung@

Der Erreichbarkeitsgraph stellt alle in einem S/T-System von M, erreichbaren Markie-

rungen graphisch dar.
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4.3.2 Erreichbarkeitsgraph

Sei STS = (S,T,F,W, M,) ein S/T-System. Der Erreichbarkeitsgraph von ST'S ist
der Graph G(ST'S) = (V, E) mit der Knotenmenge V = Reach(STS) und der Kan-
tenmenge F = {(M,t,M') € V x T xV | M[t)M'}. Hier handelt es sich um einen so
genannten kantenmarkierten Graphen, da jede Kante als Triple und nicht als Paar wie
in Kapitel 2| definiert ist.

Abbildung veranschaulicht den Erreichbarkeitsgraph des S/T-Systems aus Abbil-
dung [ Es ist leicht zu sehen, dass ein enger Zusammenhang zwischen dem Erreich-

keitsgraph und Tabelle [2] besteht.

(1,1,1,0)

Abbildung 13: Erreichbarkeitsgraph der Abbildung@

Eigenschaften von Erreichbarkeitsgraphen

(1) G(STS) ist zusammenhéangend.
(2) Zu jedem Knoten v € V fiihrt ein einfacher Weg, der bei M, beginnt.

(3) Jeder Knoten von G(STS) besitzt hochstens |T'| hineingehende Kanten und

hochstens |T'| herausgehende Kanten.

(4) G(ST'S) kann unendlich sein.

Abbildung (14 zeigt ein S/T-System, dessen Erreichbarkeitsgraph (Abbildung un-
endlich ist. Die Transition ¢ wird unendlich oft immer wieder schalten kénnen. Nach
jedem Schalten wird die Stelle sy immer einen Token beinhalten, wobei die Anzahl der

Tokens in den Stellen s; und s, sich immer um eins erhéhen wird.
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Ein S/T-System mit unendlichem Erreichbarkeitsgraph heift unbeschrankt.

52

Abbildung 14: Ein unbeschrénktes S/T-System

(1,0,1)—t—(1,1,2)—t—~(1,2,3)—t—(1,3,4)—L— - ..

Abbildung 15: Unendlicher Erreichbarkeitsgraph fir das S/T-System in Abbildung

4.4 Erreichbarkeitsproblem

Das Erreichbarkeitsproblem beantwortet bei Petri-Netzen grundsétzlich die Frage, ob
eine gegebene Markierung von der Startmarkierung aus erreichbar ist.

Das Erreichbarkeitsproblem (kurz EP) ist ein Problem, das wegen seiner EXPSPACE-
harten Platzkomplexitat schwierig zu losen ist, weil seine Losung im schlechtesten Fall
exponentiellen Speicherplatz benétigt. Im Jahr 1980 behandelte der Mathematiker und
Informatiker Ernst Wilhelm Mayr dieses Problem in seiner Doktorarbeit mit dem Ti-
tel ,Ein Algorithmus fiir das allgemeine Erreichbarkeitsproblem bei Petrinetzen und
damit zusammenhéngende Fragen“. Thm ist die Losung dieses Problems zu verdanken,
die zu einem der fundamentalen Probleme in der theoretischen Informatik geworden
ist(Vlg.[dW10], [May80]).

Das Erreichbarkeitssproblem kann wie folgt formuliert werden:

EP

Eingabe: Ein S/T-System ST'S = (S, T, F, W, M) und eine Markierung M : S — N

Ja falls M € Reach(Mj)
Ausgabe:

Nein sonst .
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4.5 Teilerreichbarkeitsproblem

Das Teilerreichbarkeitsproblem bekommt als Eingabe ein S/T-System ST'S = (S, T, F, W, M)
und eine Markierung einer Teilmenge von der Menge aller Stellen. Es wird Ja ausge-
ben, falls es eine erreichbare Markierung gibt, die fiir jede Stelle der Teilmenge die
gewiinschte Tokenzahl aufweist. Ansonsten wird Nein als Antwort ausgegeben. Es ist
anzumerken, dass das Erreichbarkeitsproblem ein Spezialfall des Teilerreichbarkeits-

problems ist. Formal ist das Teilerreichbarkeitsproblem wie folgt definiert:
TEP

Eingabe: Ein S/T-System ST'S = (S,T, F,W, M,), eine Markierung M : S — N mit
Scs.

Ja  falls 3IM € Reach(STS) : M(3) = M(3) Vs € S
Ausgabe:

Nein sonst .

Satz 4:

TEP ist entscheidbar.

Der Beweis ist in [PWO0§| zu finden.

4.6 Beschrankte Stellen/Transitions-Systeme

Hat eine Stelle in allen erreichbaren Markierungen hochstens k Token, ist sie k-beschrankt.
Andernfalls ist die Stelle unbeschrankt. Ist jede Stelle eines S/T-Systems k-beschrankt,
so ist das System ebenfalls k-beschrankt.

4.6.1 Beschranktheit

Sei STS = (S, T, F,W, M) ein S/T-System.

o Fir ein k£ € N heiit eine Stelle s € S k-beschrinkt, falls M(s) < k fir alle
M € Reach(My).

o Eine Stelle s heifit beschréankt, falls es ein k € N gibt, so dass s k-beschrankt ist.

o STS heiflit k-beschrankt, falls jede Stelle in ST'S k-beschrankt ist.
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o STS heifit beschrankt, falls jede Stelle in ST'S beschrankt ist.

4.6.2 Beispiel

O
E

3
S9 C34>
Abbildung 16: Ein beschrénktes S/T-System
Das in Abbildung dargestellte S/T-system ist 3-beschrankt, denn es gilt Vs € S

Folgendes: M(s) <3 VM € Reach(M,). Die Stellen s1, so und s3 sind 1-beschrankt.
Die Stelle sy ist 3-beschrankt.

4.7 Deadlockfreies S/T-System

In einem deadlockfreien System kann immer eine Transition schalten. FEin System be-

findet sich jedoch in einem Deadlock, wenn keine Transition aktiviert ist.

4.7.1 Deadlockfreiheit

Ein S/T-System heifit deadlockfrei, falls bei jeder erreichbaren Markierung mindestens

eine Transition aktiviert ist.

4.7.2 Beispiel

Das in Abbildung (17| dargestellte S/T-System ist deadlockfrei, denn die Transition ¢,

kann bei jeder erreichbaren Markierung immer schalten.
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Abbildung 17: Ein deadlockfreies S/T-System
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5 Reduktion des Hamiltonschen-Wege-Problems auf

das Erreichbarkeitsproblem

In diesem Kapitel wird eine Ubersetzung von Graphen in S/T-Systeme vorgestellt, so
dass das Durchlaufen eines Weges im Graphen einer Schaltfolge im tibersetzten S/T-

System entspricht.

5.1 Konstruktion

Abbildung |18| zeigt, wie eine Kante von v nach v’ in eine Transition mit Vorstelle s(v)

und Nachstelle s(v') tibersetzt wird.

O—2—fw)
O, )~ ) \/9

Abbildung 18: Von gerichteten Kanten zu Transitionen

Befindet man sich beim Durchlaufen eines einfachen Weges gerade in Knoten v, so soll
die Stelle s(v) genau zwei Token enthalten. Fiir jeden noch nicht besuchten Knoten
v’ soll die Stelle s(v') genau einen Token enthalten. Nachdem ¢((v,v")) geschaltet hat,
besitzt s(v) keinen Token und s(v’) zwei Tokens. Gébe es im Graphen eine weitere
Kante (v',v”) mit v” # v, kénnte nach dem Schalten von t((v,v")) die Transition
t((v',v")) geschaltet werden, falls die Stelle s(v”) einen Token enthéalt. Auf diese Weise
kann das Durchlaufen einfacher Wege mit Schaltfolgen modelliert werden.

Abbildung [19] stellt dar, wie die durchlaufenen Kanten gezahlt werden kénnen:

2\

(()—) 2 (v, 0 2

Scount

Abbildung 19: Erweiterung um Stelle s.oun:
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Die Zahl der durchlaufenen Kanten im Graphen entspricht der Zahl der Tokens in Stel-
le Scount-

Formal ist die Konstruktion wie folgt definiert:

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph und PN (G) = (S, T, F, W, M) das S/T-System
mit:

S={s)| veV} W {so, Scount}
T ={t(e)| e€ E} W {begin(v)| ve V}

F = {(s0, begin(v))] ve V} U {(begin(v),s(v))| veV} U
{(s(v), t(e))] pri(e) = v} U {(t(e),s(v))| pra(e) = v} U
{(s(v),t(e))| pra(e) = v} U {(t(e), Scount)| € € E}

W - {2 falls [ e {((s(v),£(e))] pri(e) = v} U {(t(e),s(v))| pra(e) = v}

1 sonst

0 falls s = Seount
s)=
1 sonst

Dabei bezeichnet fir e = (v,v") pri(e) = v und pro(e) = v/, das heifit, pr; ist die
Projektion auf die :—te Komponente fiir ¢ = 1, 2.

Die disjunkte Vereinigung von zwei Mengen A und B ist AW B = AU B unter der
Bedingung, dass AN B = (Vgl. [PWO0S]).

Dariiber hinaus sorgt die Stelle sy dafiir, dass das Durchlaufen aller méglichen einfachen
Wege im Graphen durch entsprechende Schaltfolgen in dem tibersetzten S/T-System
modelliert werden kénnen. um auferdem darzustellen, ab welchem Knoten im Graphen
jeder einfache Weg durchlaufen wurde, bekommt jede Stelle in dem tibersetzten S/T-
System eine begin-Transition als Vortransition, die ebenfalls die Stelle sy als Vorstelle
besitzt.

5.2 Beispiel

@

Abbildung 20: Graph G
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Der in Abbildung 20| dargestellte gerichtete Graph dient als Beispiel fiir die Konstruk-
tion. Da laut Konstruktion nur einfache Wege im Graphen durchlaufen werden, lasst
sich jede durchlaufene Kante durch eine Transition im Stellen/Transitions-System mo-
dellieren.

Abbildung stellt das konstruierte S/T-System dar. Das Durchlaufen des Weges
vov1v2 in G wird durch die Schaltfolge begin(vg)t(vo, v1)t(v1,v2) im S/T-System PN (G)

modelliert.

50

[begin(vo)|  [pegin(vy)]

Scounto o S(U2>

Abbildung 21: S/T-System (PN(G))

Der Erreichbarkeitsgraph von PN (G) aus Abbildung [21] ist in Abbildung 22| darge-
stellt, wobei die Reihenfolge der Stellen durch sg, s(vg), s(v1), s(v2), und Seoun: gegeben

ist.

(1,1,1,1,0=2692) 1 1 9 )

begm(vy w‘egm(vl)

(0,2,1,1,0)  (0,1,2,1,0)

t(vo, v1) t(vy, v9)
(0,0,2,1,1) (0,1,0,2,1)
t(vy, v9)
(0,0,0,2,2)

Abbildung 22: Erreichbarkeitsgraph

Aus dem Erreichbarkeitsgraph von PN(G) wird sichtlich, dass sich ausgehend von



der Startmarkierung die Schaltfolgen begin(vy)t(vy,v2), begin(vg)t(vy, v1)t(vy,v2) und
begin(vy) schalten lassen. Von diesen simuliert aber nur die zweite einen Durchlauf
durch einen Hamiltonschen Weg in GG. Im Detail induziert der Weg vgvivy im Beispiel-
graphen G aus Abbildung [20| die folgende Schaltfolge: begin(vg)t(vo, v1)t(vy, ve).
Abbildung [23| zeigt das S/T-System nach dem Schalten von begin(vg).

[begin(vo)|  [pegin(vy)]

Abbildung 23: S/T-System (PN (G)) nach dem Schalten von begin(vy)

Abbildung [24] stellt das S/T-System nach dem Schalten von ¢(vy, v1) dar.

S0

[begin(vo)|  [pegin(vy)]

Scount@ o S(U2>

Abbildung 24: S/T-System (PN (G)) nach dem Schalten von ¢((vg, v1))
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Abbildung [25] stellt das S/T-System nach dem Schalten von ¢(vq, vy) dar.

S0

[begin(vo)|  [pegin(vy)]

Abbildung 25: S/T-System (PN (G)) nach dem Schalten von ¢((vq,v2))

5.3 Korrektheit

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass in G genau dann ein Hamiltonscher Weg exis-
tiert, wenn in PN (G) eine Markierung M mit M (Seount) = |V| — 1 erreichbar ist.

Das folgende Lemma besagt, dass, wenn ein Graph G = (V, E) einen einfachen Weg
p = vg...v, enthilt, dann gibt es in PN(G) eine erreichbare Markierung M mit
M (Scount) = n, die durch Schalten einer Schaltfolge von der Startmarkierung M er-

reichbar ist.
Lemma 1:

Sei G = (V,E) ein Graph. Dann gilt: G hat einen einfachen Weg p = wvg...v,
= My[begin(vg) t((vo,v1)) ... t((Vp_1,v,))YM in PN (G) mit
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0 falls se{s(vy),...,(vn—1)} U{so}
2 falls s =s(vy)

n  falls s = Scount

1 sonst.

Beweis.  (durch vollstdndige Induktion iiber die Lange der Schaltfolgen n)

Induktionsanfang (I.A):  Fiir n = 0 gilt p = vy und My[begin(vy)) M mit M(sy) = 0,
M(s(vg)) =2, M(Seount) = 0 und M (s) =1 fur alle s € S\ {so, s(v0), Scount }

Induktionsschritt (I.S):  Betrachte p=wg...vu41.
Nach Induktionsvoraussetzung(I.V):  My[begin(vo)t((vo,v1)) ... t((Vn—1,vs))) M mit

0 falls se{s(vo),...,s(vn-1)} U{so}
2 falls s =s(v,)
M(s) =

n falls s = Scoun

1 sonst

Da M(s(v,)) = 2 und M (s(v,41)) = 1, ist die Transition t(v,,v,.1) aktiviert. Nach

dem Schalten von t(v,,, v,+1) bei M, erhalten wir die Markierung M’ mit

0 falls s e{s(vo),...,s(vn)} U{so}
2 falls s = s(vp41)
M'(s) =

n+1 falls s = s.oun

1 sonst.

Das folgende Lemma besagt, dass, wenn es in PN (G) eine erreichbare Markierung
M gibt, die durch Schalten einer nichtleeren Schaltfolge von der Startmarkierung M,
erreichbar ist, dann hat diese Schaltfolge die Form begin(vg)t((vo, v1)) ... t((vn—1,vn)) -

Lemma 2:

Sei Mo[w)M in PN (G) eine Schaltfolge mit |w| > 1.
Dann hat w die Form begin(vo)t((vo,v1)) ... t((vn—1,vy)) und es gilt:
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0 falls se{s(vy),...,(vn—1)} U{so}
2 falls s =s(vy)
n  falls s = Scount

1 sonst.

Beweis. (durch vollstandige Induktion tiber die Lénge der Schaltfolgen n)

LA: Fir |w|=1

(Konstr.) , .
— ~ w = begin(v) firv e V.

IS:  Mw> M[t>M

LY o begin(oo)t((vo. 0)) - #((#n-1, ) und
0 falls s e{s(vy),...,s(vn-1)} U{so}

. 2 falls s =s(v,)

M(s) =

n falls s = Scount

1 sonst

Da M(s(vy,)) = 2 und M (s(vns1)) = 1, ist die Transition t(v,, vnyq) = ¢ mit v,y # v;
fur i = 1,...,n aktiviert. Nach dem Schalten von t(v,,v,.1) bei M , erhalten wir die

Markierung M mit

0 falls s €{s(vo),...,s(vn)} U{so}
2 falls s = s(vpy1)

n+1 falls s = S.ount

1 sonst.

Das folgende Lemma besagt, dass, wenn es einen Graphen gibt, so dass es in einem
Stellen/Transitions-System eine erreichbare Markierung M existiert, die durch Schal-
ten einer Schaltfolge von der Startmarkierung M, erreichbar ist, dann enthéalt dieser

Graph einen einfachen Weg.

Lemma 3:

Mylbegin(vo)t((vo,v1)) ... t((Vp—1,vn))) M => v ... v, ist ein einfacher Weg in G.
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Beweis. (durch vollstandige Induktion tiber die Lénge der Schaltfolge n)

LLA:  Fir n =0, vy ist offensichtlich ein einfacher Weg in G.
L.S: My[begin(vo)t((vo,v1)) ... t((vy_1, vn))>M[t((vn, Unt1))) M.
Nach L.V ist vy ... v, ein einfacher Weg in G. Nach Konstruktion von PN (G), 3 eine
Kante (v, Ups1) in G. Da nach Lemma [2] M(v;) = 0 fiir i = 0,...,n — 1 und nach De-
finition von Schalten die Nachstelle s(v,11) von ¢((vp,v,+1)) mindestens einen Token
enthalten muss, gilt s(v;) # s(v,41) fir i =0,...,n — 1. Aulerdem gilt nach Kontruk-
tion $(v,11) # s(vn), da es keine Schlingen in G gibt.
Folglich gilt s(v,41) # s(v;) fir ¢ = 0,...,n. Somit ist vy ... v,1 ein einfacher Weg in
G.

|

Der folgende Satz besagt, dass es genau dann einen Hamiltonschen Weg in G = (V| F)
(G soll aus mindestens zwei Knoten bestehen) gibt, wenn eine von M, erreichbare
Markierung M existiert, so dass M (Scount) = |V| — 1. Dieser Satz folgt aus Lemm,
Lemmal2 und Lemma [3

Satz 5:

Sei G = (V,E) ein Graph mit |V| > 2. Dann gilt: HAMPATH(G) = Ja <=
AM € Reach(PN(G)) mit M (Scount) = |V | — 1.

Beweis.
(=)

Sei HAMPATH(G) = Ja. Dann gilt nach Definition von HAMPATH, dass es
einen einfachen Weg vy ... v, in G mit n = |[V| — 1 Kanten existiert.

Nach Lemma [1] gilt nun Mo[begin(vo)t((vo, v1)) - . . t((vp, Va—1))) M mit M (Scount) = 1
lv| — 1.

Dann gilt nach Definition von Reach, dass M € Reach(PN(G)) mit M (Scouns) =n =
V] — 1.

(=)

M € Reach(PN(G)) mit M(Scount) = |V'| — 1. Dann gibt es eine Schaltfolge w, sodass
My[w > M mit M(Scount) = |V| — 1.
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Da |[V| —1 > 1 und die Stelle Seoun: in My keinen Token (My(Scouns) = 0) enthélt,

muss w mindestens die Lénge 1 (Jw| > 1) haben.

Nach Lemmal[2]gilt Folgendes: w = begin(vo)t((vo, v1)) . . . t((Vjy|=2, Vv |=1)) mit M (Scount) =
V] —1.

Nach Lemma (3| gilt Folgendes: Es existiert einen einfachen Weg vy ... v, in G mit
n = |V| — 1 Kanten.

—  HAMPATH(G) = Ja.

Lemma 4:

PN (Q) ist in Polynomialzeit konstruierbar.

Bewets.

Fiir die Konstruktion von PN(G) werden |V| + 2 Stellen, |E| 4 |V| Transitionen und
2([V])+3(|V| —1)+ |E| Kanten benétigt. Daraus folgt, dass PN (G) in Polynomialzeit

konstruierbar ist. [ |

Corollar:

1. HAMPATH <p TEP .
Das Losen von HAMP AT H liasst sich in Polynomialzeit auf das Losen von TEP
reduzieren. Auflerdem ist 7EP laut Beobachtung [ entscheidbar. Daraus folgt,
dass HAMPAT H auch entscheidbar ist.

2. TEP ist N P-hart.
Dem Satz |3| zufolge gilt folgendes:
HAMPATH <p TEP und HAMPATH ist NP-hart = TEP ist N P-hart.

Beobachtung 5:

Sei G = (V, E) ein Graph. Dann ist PN (G) beschrinkt.

39



Bewets.

Sei M € Reach(My) mit M # My. —> es existiert eine Schaltfolge w mit |w| > 1
und My[w) M.

Aus Lemma [2] folgt:

w = begin(vy)t((ve,v1)) ... t((vy_1,v,)) und

0 falls s &{s(vo), .., s(va_1)} U{so}

2 falls s =s(uv,)
M(s) =

n falls s = sqount

1 sonst.

Aus Lemma [3 folgt, dass vy ... v, ein einfacher Weg in G ist.
Nach Definition von einfachem Weg folgt n < |v| — 1.
Es folgt nun, dass Yv; € V' s(v) 2-beschrénkt ist; S.pun¢ ist |V| — 1 beschréankt und sg

ist 1-beschrankt.
[ |
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6 Reduktion des Rundreiseproblems auf das

Erreichbarkeitsproblem

Dieses Kapitel beschiftigt sich mit der Ubersetzung von TSPPATH in ein S/T-
System. Diese Ubersetzung wird anhand von Abbildungen und am Ende des Kapitels
mit einem Beispiel veranschaulicht. Auflerdem wird seine Korrektheit mit Hilfe von
Lemmata bewiesen.

Der folgende Abschnitt beschreibt, wie sich jede Eingabe fiir TSPPATH mit S/T-

System konstruieren lasst.

6.1 Konstruktion

Wie in Kapitel 5| beschrieben, kann das Durchlaufen von einfachen Wegen mit Schalt-
folgen modelliert werden. Diese Idee wird hier aufgegriffen. Zusétzlich muss man sich
beim Schalten einer Transition t(v,v’) die Distanz der Kante (v,v") merken. Dies ge-
schieht in der Stelle S.yun:. Abbildung zeigt ein Beispiel fiir die Ubersetzung einer
Kante (v, ') in die Transition ¢(v,v") mit Vor-und Nachstellen sowie den entsprechen-
den Flusskanten.

Die Anzahl der Tokens in der Stelle S.u,: erhéht sich beim Schalten von #(v,v’) um

dist(v,v") = 4 und entspricht der Distanz der durchlaufenen Kante (v,v’) im Graphen.

S(U)Q—Q»t((v,vws<v')
@_4'@ ~ dist(v,v") =4

Abbildung 26: Ubersetzung einer gewichteten Kante

Wiirde zum Beispiel eine andere Transition ¢(v’,v”) anschlieBend schalten, wiirde die
Stelle Seount zusétzliche dist(v’,v”) Tokens dazu bekommen.

Auf diese Weise kann das Durchlaufen einfacher Wege modelliert werden, wobei die Di-
stanz der einzelnen Kanten als Tokenzahl in S, gespeichert wird. Somit entspricht
die Distanz eines durchlaufenen Hamiltonschen Weges im Graphen der Anzahl der To-

kens in Stelle Sqouni-
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Die formale Ubersetzung gewichteter Graphen ist wie folgt definiert:

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit Kantengewichtungen, dist : E — N. Dann
ist PN(G,dist) = (S,T,F,W, M,) das S/T-System, in dem S,T,F und M, wie in
Konstruktion definiert sind, aber der Vollstandigkeit halber hier noch einmal auf-
gefithrt sind.

S={s(v) veV} W {so, Scount}
T ={t(e)] e€ E} W {begin(v)| ve V}

F ={(so,begin(v))| ve V} U {(begin(v),s(v))] veV} U
{(s(v), t(e))| pri(e) = v} U {(t(e),s(v))| prae) = v} U
{(s(v), t(e))| pra(e) = v} U {(t(e), scount)| € € E}

2 falls  f € {(s(v),t(e))] pri(e) =v} U {(t(e),s(v))| prale) = v}
W(f) = S dist(e) falls f & {(t(e),Scount)| € € E}

1 sonst

0 falls s = Seount
s)=
1 sonst

6.2 Korrektheit

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass in G genau dann ein Hamiltonscher Weg exis-
tiert, dessen Distanz hochstens k(k € N) betragt, wenn in PN (G, dist) eine erreichbare
Markierung M mit M (scount) < k gibt.

Das folgende Lemma besagt, dass zu jedem Hamiltonschen Weg p mit der Distanz
hochstens k& eine erreichbare Markierung M in PN (G, dist) mit M (Scount) = dist(p)
gibt, die durch Schalten einer Schaltfolge von der Startmarkierung M, erreichbar ist.
Die Beweise von Lemma [ Lemma [6] und Lemma [7] gehen analog zu den Beweisen von
Lemma [T} Lemma [2] und Lemma [3] in Kapitel [l und werden daher weggelassen.

Lemma 5:

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph, dist : E — N und sei k € N. Dann gilt: G
hat einen einfachen Weg p = vy ...v, => My[begin(vg) t((vo,v1)) ... t((vn-1,vn))) M
in PN (G, dist) mit
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0 falls s €{s(vo),...,s(vn-1)} U{so}
2 falls s = s(vy,)
dist(p) falls s = Scount

1 sonst

Das folgende Lemma besagt, dass jede nicht leere Schaltfolge in PN (G,dist), die
von der Startmarkierung M, zu einer erreichbare Markierung M schaltet, die Form
begin(vo)t((vo, v1)) ... t((vn—1,v,)) hat, mit M (Scount) = >oryq dist((vi—1,v;))

Lemma 6:

Sei Mo[w)M in PN (G, dist) eine Schaltfolge mit |w| > 1.
Dann hat w die Form begin(vo)t((ve,v1)) ... t((va_1,vy)) und es gilt:

0 falls s €{s(vy),...,s(vn-1)} U{so}
M(s) 2 falls s = s(vy)
Py dist((vimy,v;))  falls s = Seount
1 sonst

Das folgende Lemma besagt, dass, wenn eine Schaltfolge begin(vg)t((vo, v1)) - . . t((Vn—1,vn))
von der Startmarkierung M, zu einer erreichbaren Markierung M schaltet, dann stellt

Vg - - - U, einen einfachen Weg in G dar, dessen Distanz gleich M (Seount) ist.

Lemma 7:

My[begin(vo)t((vo,v1)) ... t((n—1,0)))M = p=1y...v, ist ein einfacher Weg in G
mit dist(p) = M (Scount)-

Der folgende Satz besagt, dass es genau dann einen Hamiltonschen Weg in einem Gra-
phen mit mindestens zwei Knoten gibt, dessen Distanz hochstens k (k € N) betragt,
wenn es eine von My erreichbare Markierung M mit M (Seount) < k existiert.

Dieser Satz folgt aus Lemma [5, Lemma [6] und Lemma [7]

Satz 6:

Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph, dist : E — N, k € N und |V| > 2. Dann gilt:
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TSPPATH(G,dist,k) = Ja <= 3IM € Reach(PN (G, dist)) mit M(Seount) < k,
M(s(0)) =2 fir ein 0 € V und M(s(v)) =0 fir alle v € V' \ {0}.

Bewets.
(=)

Sei TSPPATH(G,dist,k) = Ja. Dann gilt nach Definition von TSPPATH, dass
es einen einfachen Weg p = vy ... v, in G mit dist(p) < k existiert.

Nach Lemma [5| gilt nun My[begin(vy)t((vo,v1)) ... t((Vn, Vy—1)))M mit M (Seount) =
dist(p) < k, M(s(0)) =2 fir ein o € V und M(s(v)) =0 fur alle v € V' \ {0}.

Nach Definition von Reach gilt M € Reach(PN(G)) mit M (Seount) = dist(p) < k,
M (s(0)) =2 fiir ein o € V und M(s(v)) = 0 fur alle v € V' \ {0}.

(<)
M € Reach(PN(G,dist)) mit M(Scount) < k, M(s(0)) = 2 fir ein & € V und
M (s(v)) = 0 fir alle v € V' \ {0}. Dann gibt es eine Schaltfolge w, sodass My[w > M
mit M (Seount) < k.
Da My(sp) = 1, muss w mindestens die Lange 1 (Jw| > 1) haben.
Nach Lemma[6|gilt Folgendes: w = begin(vo)t((vo, v1)) . . . t((vjv|-2, vjv|-1)) mit M (Seount) <
k.
Nach Lemma [7] gilt Folgendes: Es existiert einen einfachen Weg p = vy ... v, in G mit

n = |V| — 1 Kanten und dist(p) = M (Scount) < k.

= TSPPATH(G,dist, k) = Ja. [ |

6.3 Beispiel

Betrachte den gerichteten Graph G = (V, E) mit Kantengewichtungen dist in Abbil-

dung 27
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Abbildung 27: Graph G

Legende: HH= Hamburg, H B= Bremen, H= Hannover, B= Berlin.
In Abbildung [28|ist das tibersetzte S/T-System dargestellt.

S0

O

Pegin(HH)| [begin(HB)]

Abbildung 28: S/T-System(PN (G, dist,550))

Frage: Gibt es in G einen Hamiltonschen Weg, dessen Distanz hochsten 550 ist?
Wird nun die Schaltfolge begin(HH)t(HH, HB)t(HB, H)t(H, B) geschaltet, entsteht
die Markierung M mit folgenden Eigenschaften:

M (Scount) = dist(HH, HB)+dist(HB, H)+dist(H, B) = 123+ 131+291 = 545 < 550
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und M(s(B)) =2und M(s(HH)) = M(s(HB)) = M(s(H)) = 0.

Somit hat G einen Hamiltonschen Weg von Hamburg iiber Bremen und Hannover nach
Berlin, dessen Distanz hochstens 550 Kilometer betréagt.

Abbildung stellt das iibersetzte S/T-System nach dem Schalten der Schaltfolge
begin(HH)t(HH, HB)t(HB, H)t(H, B) dar.

50

begn(B) fegin(II)] fegin(B]

(B, HB))

2

Abbildung 29: S/T-System (PN (G, dist,550)) nach Schalten der Schaltfolge

Beobachtung 6:

PN (G, dist) ist beschrinkt.

Der Beweis geht analog zu dem Beweis der Beobachtung 5 aus Kapitel [5| und wird

deswegen hier nicht ausgefiihrt.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Das Hauptziel dieser Arbeit war es, auf die Frage zu beantworten, ob und inwiefern
sich Entscheidungsprobleme fiir Graphen auf das Erreichbarkeitsproblem fiir Petri-
Netze reduzieren lassen. Dafiir wurden im Laufe der Arbeit einige Entscheidungspro-
bleme fiir gerichtete Graphen behandelt: Das Hamiltonsche-Wege-Problem und das
Traveling-Salesman-Problem fiir Wege. Die allgemeine Idee, die verfolgt wurde, war es,
herauszufinden, wie das Durchlaufen eines Weges im Graphen durch eine Schaltfolge
im S/T-System tibersetzt werden kénnte. Diese lief§ sich mit Hilfe von Konstruktionen
und Beispielen umsetzen. AnschlieBend wurde die Ubersetzung auf Korrektheit durch
Beweise von Lemmata und Sétzen iiberpriift. So lief sich zeigen, dass sich Entschei-
dungsprobleme fiir Graphen auf das Erreichbarkeitsproblem fiir Petri-Netze reduzieren
lassen. Die mogliche Anwendung von Petri-Netz-Werkzeugen bei der Losung von Gra-
phproblemen wurde somit in dieser Arbeit bestatigt. Es sollte jedoch nicht aufler Acht
gelassen werden, dass die generierten Petri-Netze schon bei Graphen mit mehr als vier
Knoten uniibersichtlich sind, was dazu fithren kann, dass sich dadurch die Fehleranfal-
ligkeit bei der Modellierung und die Suche nach méoglich aufgetretenen Fehlern nach

der Modellierung erhohen.

Angesichts des resultierenden vorgestellten, positiven Ergebnisses aus dieser Arbeit
ware die Durchfithrung einen Eulersch-Test mit einem Petri-Netz-Werkzeug durchaus
méglich. Eine weitere mégliche Fortsetzung dieser Arbeit wire zum Beispiel die Uber-
setzung von Graphen-Traversierungsalgorithmen in Petri-Netze. Dariiber hinaus wére
es gut vorstellbar, dass sich auch andere Entscheidungsprobleme wie Vertex Cover, das
Farbungsproblem (COLOR), das Cliquenproblem (CLIQUE) und Independent Set auf

das Erreichbarkeitsproblem fiir Petri-Netze reduzieren lassen.
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