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1 Einleitung

Das Steinerbaumproblem gehort zu den NP-Vollsténdigen Problemen der Graphentheo-
rie. Es geht darum eine ausgewéhlte Menge an Knoten aus einem Graphen zu einem
Baum mit minimalen Gesamtkosten zu verbinden. Dazu diirfen beliebig weitere Kno-
ten aus dem Graphen benutzt werden. Das Steinerbaumproblem hat viele praktische
Anwendungsfélle, wie zum Beispiel in Streckennetzen. Klassische Beispiele hierfiir sind
Autobahn- oder Schienennetze, bei denen das kleinste Netz zwischen einer Auswahl an
Stadten gefunden werden soll. So kénnte beispielsweise das kiirzeste Netz zwischen al-
len Grofistddten gesucht werden, um dieses zu modernisieren oder auszubauen. Auch in
Kommunikationsnetzen findet es Anwendung. Zum Beispiel wenn eine Gruppe an Teil-
nehmern miteinander kommunizieren méchte und dafiir aus einem Gesamtnetz das Teil-
netz mit der kiirzesten Ubertragungszeit sucht, das alle Teilnehmer verbindet. [R6h08]
[KVO08]

Beim Entwurf von Schaltungen gibt es die Steinerbaumverdrahtung bei der Steinerbdume
benutzt werden, um die Verbindung der Netzsegmente zu optimieren [Liel6]. Auch bei
Pipelines sind Steinerbdume gefragt, um Rohrleitungen zu sparen, wie es in einem Spiel
der TU Miinchen der Fall ist [Miin15]. Grundsétzlich kann das Steinerbaumproblem also
in Netzen aller Art Anwendung finden, wenn es darum geht kiirzeste bzw. sparsamste

Teilnetze zu finden.

Als lokales Beispiel konnte man Bremens Fahrradnetz betrachten. Davon ist ein Aus-
schnitt in Abbildung 1.1 dargestellt, wobei die blauen Straflen die Fahrradwege sind.
Betrachtet man die Kreuzungen als Knoten und die Straflenabschnitte dazwischen als
Kanten, so liegt ein Graph vor. Um die Fahrradwege besser auszubauen und zusétzliche
Fahrradstraen einzurichten, kénnte ein minimaler Steinerbaum zwischen den wichtigs-
ten Orten errechnet werden. Diese Orte konnten Stadtteile, Bildungseinrichtungen, wie
die Universitat/Hochschule Bremen, Bahnhofe und vieles mehr sein. Dadurch wére es
moglich, mit dem Ausbau einer moglichst kleinen Gesamtstrecke moglichst viele Orte
zu erreichen oder ein entsprechendes Netz aus FahrradstraBlen zwischen diesen Orten
zu planen. Durch die geringe Gesamtstrecke wiirden die Kosten dabei méglichst gering

gehalten werden.
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Abbildung 1.1 Ausschnitt aus dem Fahrradnetz von Bremen aus [Cyc21]

Fiir das Steinerbaumproblem gibt es eine Vielzahl an Algorithmen. Die exakten Algo-
rithmen laufen dabei natiirlich nicht in Polynomialzeit. Daher gibt es auch eine Reihe
von Approximationsalgorithmen, die eine gute, aber nicht unbedingt optimale Lésung
ausgeben. Diese deutlich schnelleren Algorithmen laufen dafiir in polynomieller Zeit und

es wurde versucht, diese im Laufe der Zeit immer weiter zu optimieren. [KV08, S. 535]

Diese Arbeit beschéftigt sich mit dem Steinerbaumproblem und zwei der bekanntesten
Algorithmen. Ziel ist es, die in der Literatur oft nur knapp beschriebenen Algorith-
men und zugehorige Beweise ausfiihrlich und mit Skizzen und Beispielen unterstiitzt
nachvollziehbar aufzubereiten. Damit soll diese Arbeit einen einfachen Einstieg in das
Steinerbaumproblem und den Algorithmen geben, damit Leser, wie interessierte Studen-
ten, problemlos in das Thema finden und die Inhalte auch in der Lehre benutzt werden
koénnen. Vorausgesetzt werden nur Grundkenntnisse in der Mathematik und in der theo-
retischen Informatik, welche in den Pflichtmodulen vermittelt werden. Daher kann diese
Arbeit gut dazu benutzt werden, um das Steinerbaumproblem und die vorgestellten

Algorithmen in einem Wahlmodul zu behandeln.

Die vorgestellten Algorithmen sind der Approximationsalgorithmus von Kou, Markow-
sky und Berman [KMB81] und der exakte Algorithmus von Dreyfus und Wagner [DW71].

Damit behandelt die Arbeit einen effizienten Algorithmus, mit dem sich eine gute, aber
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nicht unbedingt optimale Losung finden ldsst und einen exakten Algorithmen mit ex-
ponentieller Laufzeit. Die Algorithmen wurden ausgewahlt, da sie zu den bekannte-
ren Loésungsalgorithmen fiir das Steinerbaumproblem gehéren und der Kou-Markowsky-
Berman-Algorithmus in seiner Funktionsweise einfach zu verstehen ist. Der Dreyfus-
Wagner-Algorithmus hingegen ist komplexer, liefert aber eben auch eine optimale Lo-

sung.

Die Arbeit beginnt mit einer Einfiihrung in die benétigten Grundlagen zu Graphen
und Baumen. AnschlieBend werden Steinerbdume definiert und das Steinerbaumpro-
blem vorgestellt. Als erster Algorithmus wird der Kou-Markowsky-Berman-Algorithmus
behandelt und als zweites der Dreyfus-Wagner-Algorithmus. Bei beiden wird neben der
Funktionsweise auch die Korrektheit gezeigt und die Laufzeit bestimmt. Abschlieend
folgt eine Zusammenfassung und ein Ausblick auf weitere Algorithmen fiir das Steiner-

baumproblem und mogliche Ankniipfungspunkte an diese Arbeit.



2 Graphen und Baume

In diesem Kapitel werden die Grundlagen vorgestellt, welche fiir eine genauere Betrach-
tung des Steinerbaumproblems und der Algorithmen bendtigt werden. Dazu werden
zunichst Graphen und einige ihrer Eigenschaften eingefiihrt. Die Arbeit bezieht sich
auf endliche, ungerichtete Graphen ohne Schleifen. Es kénnen also alle Kanten in je-
der Richtung durchlaufen werden und eine Kante verbindet immer zwei unterschiedliche
Knoten. AnschlieBend werden Baume, welche Graphen mit speziellen Eingenschaften
sind, behandelt. Als Grundlage fiir dieses Kapitel dienen [KV08], [Kus20] und [Die06].

2.1 Graphen

Ein ungerichteter Graph G ist ein Tupel G = (V, E), wobei V eine nichtleere Menge von
Knoten ist und F mit £ C (‘2/) die Menge der Kanten. Jede Kante ist also eine Menge
bestehend aus zwei verschiedenen Knoten aus der Knotenmenge V. Diese Definition
entspricht einem ungerichteten Graphen. Dass heifit die Kanten kénnen in beliebiger
Richtung durchlaufen werden. Die Knoten eines Graphen werden auch als V' (G) und die
Kanten als E(G) bezeichnet. Graphen kénnen visualisiert werden, indem die Knoten als
Kreise und die Kanten als Verbindungslinien zwischen den Knoten dargestellt werden.
In Abbildung 2.1 ist beispielhaft der Graph Gggzample = (V, E) mit

V= {1)1, ...,Ug}
E= {{Ula 02}7 {027 U3}7 {Ulv U5}7 {U2) vG}v {7)27 05}’ {U57 UG}? {v6’ U7}7 {Uﬁv US}’ {07’ U9}}

dargestellt, wobei die Knoten mit ihren Namen beschriftet sind. Wie im Beispiel er-

sichtlich, muss nicht jeder Knoten Teil einer Kante sein. Der Graph G ggampie Wird im

weiterem Verlauf des Kapitels immer wieder als Beispiel verwendet.
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U5 U6 v

Abbildung 2.1 Graph GEzample

Der Grad eines Knoten v ist die Anzahl der Kanten, durch welche dieser direkt mit
anderen Knoten verbunden ist, also |{e € E | v € e}|. Der Knoten vg hat zum Beispiel
den Grad 4, wihrend der Knoten v4 den Grad 0 hat.

Zwei Knoten v und v’ sind adjazent, wenn es eine Kante e = {v,v’'} im Graphen gibt.
In GErample sind beispielsweise die Knoten v; und v adjazent.

Die Vereinigung zweier Graphen G7 = (Vi, Eq) und Gy = (Va, E3) ist die Vereinigung
der Knoten und Kanten, also Gy = (Vy7, Ey) mit

Vi =V1 UV, und
Ey =FE1UE,

2.1.1 Teilgraphen

Ein Teilgraph besteht, wie der Name schon schlielen lasst, aus Knoten und Kanten, die
Teil eines anderen Graphen sind. Ein Graph G’ = (V’, E’) ist also ein Teilgraph von
G (in Zeichen G’ C G), wenn gilt V(G') C V(G) und E(G’') C E(G). Ein Beispiel fiir
einen Teilgraphen von G'Ezample ist in Abbildung 2.2 dargestellt. Enthélt ein Teilgraph
alle Knoten vom urspriinglichen Graphen, also gilt V(G’) = V(G), dann ist G’ ein auf-
spannender Teilgraph (Abbildung 2.3).
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O

Abbildung 2.2 Ein Teilgraph G, ,,,,1c VO G Ezample

)

U1 V2

&)

3

G

Abbildung 2.3 Ein aufspannender Teilgraph G};mmple von G Egample

2.1.2 Wege und Kosten

Fin Weg ist eine Knotenfolge, die ohne Unterbrechung durchlaufen werden kann. Das
heifit, dass zwischen je zwei aufeinanderfolgenden Knoten der Folge eine Kante im zu-
gehorigen Graphen existieren muss. Ein Weg von v nach v’ bzw. zwischen v und v’ mit

der Léinge n € N ist also eine Knotenfolge vg...v,, mit

Vo=V
/
Up =0

{vi—1,v;} € Emiti=1,...,n

Fin Weg heifit nichtleer, wenn er mindestens eine Kante durchlauft. Gibt es einen Weg
von v nach v, so wird v’ als von v aus erreichbar bezeichnet. In Abbildung 2.4 ist ein

Weg p = vavgvg von vp nach vg im Graphen Gggompie in blau eingezeichnet.

10
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U5 U6 v

Abbildung 2.4 Weg von v2 nach vg der Linge 2 in GEzample

Den Kanten eines Graphen kénnen Kosten zugewiesen werden. Dies erfolgt iiber eine
Kostenfunktion in Form einer Abbildung c¢: E — N. Den Kanten werden also natiirliche
Zahlen zugeordnet, die die Kosten darstellen. Es kénnten natiirlich auch beispielsweise
reelle Zahlen als Kosten benutzt werden. In dieser Arbeit wird sich aber fiir eine bessere
Verstéandlichkeit auf natiirliche Zahlen beschrankt. Oftmals wird auch statt von Kosten
von Distanzen gesprochen. Gibt es eine Kostenfunktion zu einem Graphen G, so wird
das Tupel G = (V, E) des ofteren auch zu einem Tripel G = (V, E, ¢) erweitert. Wird ein
Graph als Tupel mit einer zusédtzliche Kostenfunktion angegeben, hat dies aber die selbe
Bedeutung. In beiden Fillen wird, wenn vom Graphen gesprochen wird, auch immer

die Kostenfunktion mit einbezogen. In Abbildung 2.5 sind Kosten im Graphen G gzampie

eingetragen.

Abbildung 2.5 Graph GEgzemple mit Kosten

Die Kosten eines Weges sind die Summe der Kosten der durchlaufenden Kanten. Der

11
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Weg p = vovgvg hat also in diesem Beispiel die Kosten 9. Wie leicht zu erkennen ist, gibt
es einen Weg von vg nach vg mit geringeren Kosten, der iiber den Knoten v; geht. Dies

ist gleichzeitig ein kiirzester Weg zwischen den beiden Knoten im Graphen G.

Ein kiirzester Weg zwischen zwei Knoten v, v’ € V ist ein Weg mit den geringsten Kosten.
Das heift, es gibt in einem Graphen keinen anderen Weg zwischen diesen Knoten, der
geringere Kosten aufweist. Die Kosten der kiirzesten Wege zwischen zwei Knoten v und

v" werden als short(v,v’) bezeichnet.

2.1.3 Kreise

Ein Kreis ist ein nichtleerer Weg der Lénge n > 2, bei dem der Startknoten gleich dem
Endknoten ist, je zwei aufeinanderfolgende Knoten verschieden sind und der nicht mit
der gleichen Kante beginnt und endet. In der Knotenfolge gilt also vg = vy, v; # vig1
und v1 # v,—1. In Abbildung 2.6 ist der Kreis vivovgvsvy farblich hervorgehoben. Gibt

es keinen Kreis in einem Graphen, so wird er als kreisfrei bezeichnet.

(o) ()
U3

Abbildung 2.6 Kreis in GEzample

2.1.4 Zusammenhang

Ein Graph wird als zusammenhéngend bezeichnet, wenn es zwischen je zwei Knoten des
Graphen einen Weg gibt, also fiir alle v,v" € V ein Weg von v nach v’ existiert. Der

Graph G ggampie ist offensichtlich nicht zusammenhingend, da es von keinem anderen

/

Knoten einen Weg zum Knoten v4 gibt. Der Graph ohne diesen Knoten, also G, ample =

(V\{v4}, F) hingegen ist zusammenhéngend.

12
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!
Example

Abbildung 2.7 Zusammenenhdngender Graph G

2.1.5 Metrischer Abschluss

Der metrische Abschluss eines Graphen G = (V, E) mit Distanzfunktion ¢ ist das Tupel
(G, car). Dabei hat der Graph G die gleichen Knoten wie G. Fiir je zwei verschiedene
Knoten v,v’ € V enthalt Gj; genau dann eine Kante e, wenn es einen Weg von v
nach v" in G gibt, wobei e die Kosten von short(v,v") aus G zugeordnet werden. Fiir
eine bessere Lesbarkeit wird im Verlauf der Arbeit der metrische Abschluss nur als Gy
bezeichnet. Die zugehorige Distanzfunktion ist dabei inbegriffen. Abbildung 2.8 zeigt
den Teilgraphen aus Abbildung 2.2 und den zugehdérigen metrischen Abschluss. Fiir eine

bessere Ubersicht befinden sich die Kosten in einer Tabelle daneben.

Der metrische Abschluss G/ (7") auf einen Graphen G = (V, E') beziiglich einer Teilmen-
ge der Knoten T' C V ist der Teilgraph des metrischen Abschlusses Gj; von G mit

V(Gy(T)) =T und
B(Gu (1) = G N ()

In Abbildung 2.9 ist der metrische Abschluss fiir das Beispiel aus Abbildung 2.8 beziiglich
der Knotenmenge T = {1, va, v5, v} abgebildet.

13
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Kante | Distanz

{Ul,vg} 1
{1}1,1]3} 3
2 {v1,ve} 5
{vo,v3} 2
{1}2,2}5} 3
{1)2,?)6} 6

A< |
".‘\ {vs, v} 5

{v3,v6} 8
{vs, vr} 10

(a) Teilgraph GEzampie (oben) und dessen metri-
scher Abschluss (unten) {115’ UG} 3
{vs,v7} 5
{1}6, U7} 2

(b) Kosten fiir metrischen Abschluss

Abbildung 2.8 Beispiel fiir metrischen Abschluss

Abbildung 2.9 Metrischer Abschluss auf einer Teilmenge

14
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2.2 Baume

Ein Graph ist ein Baum, wenn er zusammenhéngend und kreisfrei ist. Ein Graph kann
mehrere Baume als Teilgraphen enthalten. Ein Baum B, der Teilgraph eines Graphen G
ist und alle Knoten V(G) enthélt, ist ein aufspannender Baum. Knoten mit dem Kno-
tengrad 1 werden als Blatter bezeichnet. Alle anderen Knoten werden als innere Knoten
bezeichnet. In Abbildung 2.10 sind Baume aus dem Graph G ggzampie aus Abbildung 2.5
abgebildet.

4
Abbildung 2.10 Biume aus G gzample
2.2.1 Minimale aufspannende Baume
Fiir einen Graph G = (V, E) ist ein aufspannender Baum minimal, wenn es keinen

aufspannenden Baum mit geringeren Kosten in G gibt. Die Kosten ¢(B) fiir einen Baum
B definieren sich {iber die Summe der Kosten der enthaltenen Kanten. Ein Graph kann
mehrere minimale aufspannende Bdume enthalten. Abbildung 2.11 zeigt einen Graphen

G

/ . .. . . .
Ezample und einen zugehorigen minimalen aufspannenden Baum B.

15
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(a) Gra‘ph G/Ezamplc (b) Baum B

Abbildung 2.11 Minimaler aufspannender Baum

16



3 Das Steinerbaumproblem

In diesem Kapitel wird das Steinerbaumproblem definiert und an Beispielen erklart. Als
Grundlage hiefiir dienen [R6h08] und [KV08]. AuBlerdem wird mittels einer Reduktion
von Vertex-Cover die NP-Vollstandigkeit bewiesen. Zuletzt wird noch auf auf polyno-

mielle Spezialfille des Problems eingegangen.

3.1 Definition

Ein Teilgraph S von einem Graph G = (V| E) ist ein Steinerbaum fiir 7' C V(G), wenn
er ein Baum ist und alle Knoten aus T enthélt. Die Knoten aus T" werden dabei als
Terminale bezeichnet. Die Knoten der Menge V' (S)\T" heiflen Steinerknoten. In man-
chen Definitionen wird zusétzlich noch gefordert, dass alle Blatter eines Steinerbaums

Terminale sein miissen.
Beim Steinerbaumproblem geht es darum, minimale Steinerbdume zu finden. Es ist wie

folgt definiert:

Gegeben:
Ein Graph G = (V, E) mit einer Distanzfunktion ¢: £ — N und eine Menge T'C V.
Gesucht:

FEin Steinerbaum S fiir die Terminalmenge T' in G mit

ist minimal.

17
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3.2 Beispiele

Im folgendem Beispiel ist fiir den Graphen G'gzgmpie €in minimaler Steinerbaum S fiir
T = {v1, v3, vs} konstruiert worden. Die Steinerknoten sind blau und die Terminale griin

hervorgehoben.

(a) Graph GEzampie (b) Steinerbaum S

Abbildung 3.1 Minimaler Steinerbaum

Die Knoten der Menge T" wurden also durch Hinzunahme der Knoten wve, vg und v7 mit
einer Kantenmenge minimaler Distanz verbunden. Es ist leicht zu erkennen, dass es noch

einen alternativen minimalen Steinerbaum gibt:

L () 2
N

3

Abbildung 3.2 Weiterer minimaler Steinerbaum

Vs

(&)

18
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3.3 NP-Volistandigkeit

Um die NP-Vollstandigkeit zu zeigen, wird Vertex-Cover auf das Steinerbaumproblem
reduziert [KVO08]. Vertex-Cover ist ein Entscheidungsproblem, das NP-vollstédndig ist und
als Eingabe einen Graphen G = (V, E) und eine natiirliche Zahl k hat. Die Fragestellung
lautet: Gibt es eine Knoteniiberdeckung der Kardinalitit &7

Fine Knoteniiberdeckung ist eine Teilmenge U der Knoten V aus einem Graphen G,
sodass von jeder Kante mindestens ein Knoten in U enthalten ist. Ein Beispiel fiir eine
Knoteniiberdeckung ist in Abbildung 3.3 dargestellt.

Us V6 v

Abbildung 3.3 Knoteniiberdeckung (in blau eingezeichnet)

Fir die Reduktion wird das Steinerbaumproblem als Optimierungsproblem betrachtet,
bei dem es darum geht den minimalen Steinerbaum fiir eine Eingabe zu finden. Um eine
Instanz fiir Vertex-Cover auf das Steinerbaumproblem zu transformieren, wird aus dem
Eingabegraphen G ein neuer Graph H mit V(H) := V(G) U E(G) erzeugt. Es gibt also
fir jede Kante aus G einen Knoten in V' (H). Die Kantenmenge ist

E(H) = (V(2G)> U{{v,e} |veeec EG)}.

Somit gibt es eine Kante zwischen je zwei Knoten aus G und zwischen den neu hinzu-
gefiigten Knoten und dem Knoten, die die urspriingliche Kante aus G verbunden hat.

Als Eingabe fiir das Steinerbaumproblem wird der Graph H benutzt und 7' == E(G)
und c: E — 1 gesetzt. Als Terminale werden also die neuen Knoten benutzt und das
Gewicht aller Kanten auf 1 gesetzt. In Abbildung 3.4 ist diese Transformation fiir einen
Beispielgraphen dargestellt. Nun gilt es die Korrektheit der Reduktion zu zeigen. Dafiir

miissen die folgenden zwei Richtungen gezeigt werden. Anschlieend wird gezeigt, dass

19
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aus einem minimalen Steinerbaum eine minimale Knoteniiberdeckung resultiert, dass
die Reduktion in Polynomialzeit erfolgt und begriindet, warum die NP-Vollstandigkeit

auch fiir das Steinerbaumproblem mit Kantengewichten gilt.

. ee
e!@ o ‘B@

\

(a) Eingabegraph G @

(b) Tranformierter Graph H mit griinen
Terminalen

Abbildung 3.4 Tranformation vom Eingabegraph G zum neuen Graphen H

Die zu zeigenden Richtungen:

1. Ezistiert in G eine Knoteniberdeckung X C V(G), dann gibt es in H einen Stei-
nerbaum mit X als Steinerknoten und T als Terminale.
2. Existiert in H ein Steinerbaum S mit T als Terminale und X C V(Q) als Steinerkno-

ten, dann ist X in G eine Knoteniiberdeckung.

Zu 1:

Dadurch, dass die Knoten aus G im Graphen H vollstandig miteinander vernetzt sind,
existiert ein Baum mit der Knotenmenge X in H. Da X eine Knoteniiberdeckung in G
ist, ist in jeder Kante e € E(G) mindestens ein Knoten aus X enthalten. Nach Kon-
struktion gibt es also in H fiir jeden Knoten aus T eine Kante zu einem Knoten aus X.
Dadurch lasst sich ein Steinerbaum mit X als Steinerknoten und 7" als Terminale in H

konstruieren. Abbildung 3.5 zeigt dies beispielhaft.

Zu 2:

Da nach der Konstruktion von H Knoten aus 7' nur adjazent mit Knoten aus V(G)

20
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sind, bedeutet die Existenz eines Steinerbaums in H mit 71" als Terminale und X als
Steinerknoten, dass jeder Knoten aus 1" eine Kante zu einem Knoten aus X hat. Aufgrund
der Konstruktion von H aus G besitzt daher jede Kante aus E(G) mindestens einen
Knoten aus X. Dies entspricht der Definition einer Knoteniiberdeckung. Auch diese

Richtung ist in Abbildung 3.5 zu erkennen.

Es gibt also genau dann einen Steinerbaum mit & Steinerknoten fiir T in H, wenn es eine
Knoteniiberdeckung in G mit der Kardinalitdt k£ gibt. Gibt es somit einen minimalen
Steinerbaum, dann gibt es auch eine minimale Knoteniiberdeckung, da bei der Transfor-
mation alle Kantengewichte auf eins gesetzt werden und das Gewicht des Steinerbaums
daher nur von der Anzahl der Kanten abhingt und somit auch von der Anzahl der Kno-
ten, da fiir jeden Baum B |E(B)| = |V(B)| — 1 gilt [Tur09, S. 58]. Da die Anzahl der
Terminalknoten nicht reduzierbar ist, kann nur die Anzahl der Steinerknoten reduziert
werden. Ein minimaler Steinerbaum fiir die Terminalmenge 7" in H hat also eine mini-
male Anzahl an Steinerknoten, woraus wiederum eine minimale Knoteniiberdeckung in

G folgt.

Die Reduktion erfolgt in Polynomialzeit erfolgt, da |F(G)| neue Knoten und maximal
2|E(G)| + W(G)PQM Kanten hinzugefiigt werden. Das hinzufiigen von Knoten und
Kanten kann in polynomieller Zeit durchgefiithrt werden. Dadurch ergibt sich ein Auf-
wand von O(]V(G)|?). Da das Steinerbaumproblem fiir Graphen ohne Kantengewichte
ein Spezialfall fiir das Steinerbaumproblem fiir Graphen mit gewichteten Kanten ist, ist
auch dieses damit NP-vollstindig. O

Abbildung 3.5 Beispiel fiir eine Knoteniiberdeckung (blaue Knoten) und einem resultie-
renden Steinerbaum mit blauen Steinerknoten und griinen Terminalen
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3.3.1 Polynomielle Spezialfille

Fiir das Steinerbaumproblem gibt es einige Spezialfille, die mit polynomiellen Aufwand
gelost werden konnen. Besteht zum Beispiel die Terminalmenge nur aus zwei Knoten,
entspricht ein kiirzester Weg einem minimalen Steinerbaum. Kiirzeste Wege lassen sich
mit dem Dijkstra-Algorithmus [Dij59] oder mit dem Floyd-Warshall Algorithmus [Flo62]
[War62] berechnen. Noch einfacher ist es natiirlich, wenn die Terminalmenge nur einen
Knoten enthélt, denn dann ist der Knoten selbst auch der minimale Steinerbaum. Ein
weiterer Spezialfall liegt vor, wenn die Terminalmenge identisch mit der Knotenmenge
des Ausgangsgraphen ist, denn dann ist ein minimaler aufspannender Baum gleichzeitig
auch ein minimaler Steinerbaum fiir die Terminalmenge. Minimale aufspannende Béume
lassen sich beispielsweise mit dem Algorithmus von Kruskal [Kru56] oder dem Algorith-

mus von Prim [Pri57] berechnen.
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4 Der Algorithmus von Kou, Markowsky und Berman

In diesem Teil wird der Approximations-Algorithmus von Kou, Markowsky und Berman
genauer betrachtet. Dabei wird der Algorithmus an einem Beispiel erklart und die Kor-
rektheit bzw. die Approximationsgiite und die Laufzeit analysiert. Als Grundlage fiir
dieses Kapitel dienen [KMB81] und [KV08], sowie [R6h08].

4.1 Funktionsweise

Der Kou-Markowsy-Berman-Algorithmus liefert nicht unbedingt einen minimalen Stei-
nerbaum, denn er berechnet nur eine Losung, die in der Néhe der optimalen Losung
liegt. Es kann bestimmt werden, wie nah eine Losung des Algorithmus mindestens am
Optimum liegt. Diese Kennzahl nennt sich Approximationsgiite und wird im spéteren

Verlauf des Kapitels untersucht.

Fiir jede Eingabe, bestehend aus einem zusammenhéngenden Graphen G = (V| E), einer
Distanzfunktion ¢: £ — N und einer Knotenmenge T' C V wird zunéchst der metrische
Abschluss G/ (T) fiir die Knoten aus T berechnet. Dabei haben die Kanten zwischen den
Knoten immer das Gewicht des kiirzesten Weges aus G. Fur G (T) wird ein minimaler
aufspannender Baum B, konstruiert. In diesem wird anschliefiend jede Kante e = {v, v’}
durch einen kiirzesten Weg von v nach v’ aus G ersetzt, also die entsprechenden Knoten
und Kanten eingefiigt und damit der Graph Gp erzeugt. Fiir diesen wird wieder ein
minimaler aufspannender Baum Bg berechnet. Durch entfernen von Wegen und Kanten,
die in einem Blatt ¢ T beginnen bis zum ersten Terminalknoten oder einem Knoten mit

einem Knotengrad grofier zwei, wird aus Bg der Steinerbaum S, der ausgegeben wird.

Dadurch, dass in einem Graphen verschiedene minimale Bdume und kiirzeste Wege exis-
tieren koénnen, kann der Algorithmus bei gleicher Eingabe verschiedene Lésungen aus-
geben, da, je nachdem welche Wege und Baume verwendet werden, der resultierende
Steinerbaum beeinflusst wird. Es handelt sich somit um einen nichtdeterministischen

Algorithmus.
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Die einzelnen Schritte nochmal kurz zusammengefasst:

Berechnen des metrischen Abschlusses Gy (T).
Berechnen eines minimalen aufspannenden Baums By, fiir G (7).
Ersetzen der Kanten von Bj; durch kiirzeste Wege aus G.

Fiir den erzeugten Graphen einen minimalen aufspannenden Baum Bg konstruieren.

A

Uberfliissige Wege und Kanten entfernen.

4.2 Der Algorithmus am Beispiel

Der Algorithmus wird nun Schritt fiir Schritt mit einem Beispielgraphen durchgespielt.
Als Eingabe sei der Graph Gggampie mit gewichteten Kanten, wie in Abbildung 4.1
dargestellt, gegeben und T' = {vy, vs, vs, v10}-

Abbildung 4.1 Eingabegraph Ggzampie mit griin makierter Knotenmenge T°

Fiir den metrischen Abschluss auf den Knoten T werden die Distanzen der kiirzesten
Wege zwischen den Knoten bestimmt. Dies kann zum Beispiel mit dem Algorithmus von
Floyd und Warshall [Flo62], [War62] geschehen:
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Knoten | Distanz
v | Us 10

V1 (O} 7

V1 | vio 8

Vs vs 9

Vs V10 16

vg | V1o 7

Tabelle 4.1 Distanzen der kiirzesten Wege

Daraus resultiert der metrische Abschluss:

Abbildung 4.2

Metrischer Abschluss G/ (T)

Nun wird ein minimaler aufspannender Baum Bjs aus G/ (7T) konstruiert. Dies ist zum

Beispiel mit dem Algorithmus von Prim méglich [Pri57]:
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Abbildung 4.3 Minimaler aufspannender Baum B,

Im néchsten Schritt werden die Kanten aus Bjs durch kiirzeste Wege aus G ersetzt.
Die Kante {vy,vs} wird also durch den zugehorigen Weg vyvovsvgug ersetzt und die
Kante {vs,v19} durch den Weg vsvgvruzviivig. Die Kante {vg,v5} entspricht bereits
dem kiirzesten Weg in G. Wie zu erkennen ist, konnen durch das Einfiigen der Wege

Kreise entstehen:

Abbildung 4.4 Bj; mit kiirzesten Wegen aus G

Nun wird aus diesem Graphen ein minimaler aufspannender Baum Bg konstruiert:
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Abbildung 4.5 Baum Bg

Aus Bg werden anschlielend die {iberfliissigen Wege und Kanten entfernt, beginnend in
einem Blatt, das nicht aus T ist, bis zum ersten Knoten der aus T ist und/oder einen
Knotengrad grofler zwei hat. In diesem Fall ist das der leere Weg {vg} und die Kante

{ve,vs}. Dadurch erhalten wir unseren Steinerbaum S:

:

Abbildung 4.6 Steinerbaum S mit blauen Steinerknoten

3

v3
\_
v

o

2\ -

A=
N
1

4.3 Korrektheit

Zunéchst wird gezeigt, dass der Algorithmus fiir jede Eingabe terminiert und anschlie-
Bend, dass bei Termination das Ergebnis korrekt ist. Da vorausgesetzt wird, dass der
Eingabegraph zusammenhéngend und endlich ist, ist auch der metrische Abschluss be-
ziiglich der Terminalmenge zusammenhéngend. Um diesen zu bestimmen werden die kiir-

zesten Wege berechnet. Dies kann zum Beispiel mit dem Floyd-Warshall-Algorithmus ge-
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macht werden, welcher bei einem endlichen Graphen auch terminiert [Flo62] und [War62].
Durch den Zusammenhang kann vom metrischen Abschluss problemlos ein minimaler
aufspannender Baum bestimmt werden, was zum Beispiel mit dem Algorithmus von Prim
erfolgen kann, welcher ebenfalls terminiert, da es einen minimalen aufspannenden Baum
gibt [Pri57]. Das anschlieBende Ersetzen der Kanten aus dem minimalen Baum durch
entsprechende kiirzeste Wege aus dem Eingabegraphen beeinflusst den Zusammenhang
nicht. Es kann wieder ein minimaler aufspannender Baum fiir den so entstandenen Gra-
phen bestimmt werden. Auch das abschlieBende Entfernen von nicht benétigten Wegen

und Kanten terminiert, da die Knoten- und Kantenmengen endlich sind.

Nun wird fiir die Korrektheit noch gezeigt, dass der Algorithmus bei Termination einen
Steinerbaum mit der Terminalmenge T liefert. Da in den ersten Schritten fiir den me-
trischen Abschluss die Terminale die Knotenmenge bilden und fiir diesen ein minimaler
aufspannender Baum bestimmt wird, welcher als Grundlage dient, sind die Terminale
schon mal in diesem Baum enthalten. Im nachsten Schritt werden die Kanten durch kiir-
zeste Wege aus dem Eingabegraphen ersetzt. Dadurch bleiben weiterhin alle Terminale
erhalten und es werden lediglich weitere Knoten und Kanten hinzugefiigt. In diesem
Schritt kénnen Kreise entstehen, das ist aber kein Problem, da wieder ein minimaler
aufspannender Baum bestimmt wird. Im letzten Schritt werden nur noch Knoten und
Kanten entfernt. Da dabei keine Terminale entfernt werden und der Zusammenhang er-
halten bleibt, handelt es sich bei der Ausgabe des Algorithmus um einen Steinerbaum

mit der geforderten Terminalmenge.

4.4 Approximationsglte

Nun wird bestimmt, wie viel schwerer ein vom Algorithmus erzeugter Steinerbaum als
ein minimaler Steinerbaum fiir eine Eingabe (G, ¢, T) maximal sein kann. Dazu wird
ein minimaler Steinerbaum S,,;, fir die Eingabe innerhalb des Gesamtgraphen G be-
trachtet. Auf einem Baum lésst sich mittels Tiefensuche ein eulerscher Kreis finden, der
jeden Knoten mindestens einmal und jede Kante genau zweimal durchlauft. Sei w ein
solcher Kreis fiir Sy, dann sind die Kosten fiir w doppelt so grof}, wie das Gewicht
von Spn. Dies ist in Abbildung 4.7 beispielhaft dargestellt. Je nach Startpunkt in w
ergibt sich eine Reihenfolge, in der die Knoten aus T erstmalig durchlaufen werden. In

der genannten Abbildung kénnte mit dem Startpunkt vy die Reihenfolge vjv3vgvg sein.
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Mit dieser Reihenfolge ldsst sich ein Kreis w’ im metrischen Abschluss Gas(T) erzeugen
(Abbildung 4.8), wobei die Kosten von w’ kleiner gleich der Kosten von w sind, da im
metrischen Abschluss die Distanzen der kiirzesten Wege verwendet werden, wihrend im

Steinerbaum S,,,;, auch langere Wege verwendet werden kénnen.

2

BN -

Abbildung 4.7 S,,;, mit blauen Steinerknoten und grinen Terminalen in G mit Kreis w
iiber blaue doppelte Kanten mit c(w) = 20

Abbildung 4.8 w' = viv3vgvgvy in G (T') basierend auf Kreis in Sy, mit e(w’) = 20

Wird nun eine Kante mit dem grofiten Gewicht e,,4, aus w’ entfernt, so erhalt man
zusammen mit den Knoten 7" einen aufspannenden Baum B aus Gy (7). Da im Kou-
Markowsky-Berman-Algorithmus ein minimaler Baum B,,, aus G/(7T) als Grundlage fiir
den ausgegebenen Steinerbaum S benutzt wird und in nachfolgenden Schritten die Kan-
ten aus B,, durch kostengleiche Wege ersetzt werden, sowie gegebenenfalls tiberfliissige
Knoten und Kanten entfernt werden, gilt: ¢(S) < ¢(B,) < ¢(B).

Um die Approximationsgiite zu bestimmen, wird nun das maximal mdogliche Gewicht
von B bestimmt. Dieses entspricht den Kosten von w’ ohne die Kosten von €,,q,. Die

Kosten von e,,,, miissen mindestens ﬁ - c(w') groB sein, da es genau |T'| Kanten im
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Kreis w’ gibt. Fur die Kosten von B bedeutet das:

c(B) = c(w') = c(emaz) < c(w') — ’;1| ce(w') = c(w') — e(w') - |11,| =c(w')- (1 - ul,|)
1 1 1
< c(w)-(1- m) :2‘C(Smin)'(1_m) =2-(1- m)'c(smin)

Damit ergibt sich fiir den vom Algorithmus konstruierten Steinerbaum S folgender Zu-

sammenhang zu Sp,in:

1
Dies bedeutet, dass der vom Algorithmus erzeugte Steinerbaum S maximal ein 2(1 — ‘%')
mal so grofles Gewicht, wie ein minimaler Steinerbaum S,,;, fir die Eingabe hat. Da
dies kleiner als das doppelte Gewicht ist, wird der Kou-Markowsky-Berman-Algorithmus

auch als 2-Approximationsalgorithmus bezeichnet.

4.5 Laufzeit

Um die Laufzeit zu bestimmen, werden die Aufwinde fiir die einzelnen Schritte von
eins bis fiinf betrachtet. Fiir Schritt eins miissen die kiirzesten Wege fiir den metrischen
Abschluss bestimmt werden. Dies kann zum Beispiel mit dem Algorithmus von Floyd und
Warshall in O(|V (G)[3) geschehen [Flo62] [War62]. Fiir Schritt zwei muss ein minimaler
aufspannender Baum konstruiert werden, was mit den Algorithmus von Prim in einer
Laufzeit von O(|V(G)|?) méglich ist [Pri57]. Schritt drei lisst sich in O(|V|) durchfiihren,
da lediglich die im ersten Schritt berechneten kiirzesten Wege eingefiigt werden miissen
[KMBS81]. Der vierte Schritt ist dquivalent zu Schritt zwei. Zuletzt mussen im funften
Schritt noch iberflissige Wege und Kanten entfernt werden. Dies kann zum Beispiel
mittels einer Breitensuche in O(|V(G)|?) durchgefiihrt werden [KV08, 534f]. Damit ist
der erste Schritt der aufwendigste und der Kou-Markowsky-Berman-Algorithmus lauft
in O(|V(G)|?)-Zeit.

Mit der Verwendung des Dijkstra-Algorithmus ([Dij59]) kann die Laufzeit verbessert wer-
den, indem dieser mit Fibonacci-Heaps implementiert wird. Der Dijkstra-Algorithmus
hat dann eine Laufzeit von O(|E| + |V|log|V|). Fiir die Berechnung aller benotigten

kiirzesten Wege muss dieser im schlechtesten Fall fiir alle Knoten ausgefiihrt werden.
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Dadurch wiirde der Kou-Markowsky-Berman-Algorithmus in O(|V||E| + |V |?1log |V])-
Zeit laufen. [Tur09, S. 262]
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5 Der Algorithmus von Dreyfus und Wagner

In diesem Kapitel geht es um den Dreyfus-Wagner-Algorithmus. Dieser ist, im Gegen-
satz zum Approximations-Algorithmus vom Kou, Markowsky und Berman, ein exakter
Algorithmus und daher auch aufwendiger. Der Algorithmus hat zwar eine exponentielle
Laufzeit, aber der Exponent wird durch die Groéfle der Terminalmenge bestimmt, so-
mit ist der Algorithmus fiir kleinere Terminalmengen noch effizient. Neben der genauen
Beschreibung des Algorithmus wird hier auch die Korrektheit und Laufzeit untersucht.
Grundlage fiir dieses Kapitel bilden [DW71], [R6h08] und [KVO08].

5.1 Funktionsweise

Um die Funktionsweise des Dreyfus-Wagner-Algorithmus zu verstehen, wird zunéchst
ein Lemma eingefiihrt, auf welchem der Algorithmus im Wesentlichen basiert. Mit den
Gleichungen aus diesem kann eine Instanz des Steinerbaumproblems in kleinere Teilpro-

bleme zerlegt werden.

Betrachtet man einen Steinerbaum S fiir eine Terminalmenge X U {v}, kann man, wenn
v ein Blatt ist, solange von v ausgehend iiber Steinerknoten laufen, bis man entweder
auf ein Terminalknoten oder einen Knoten mit Knotengrad > 3 stofit. S setzt sich
dann aus dem durchlaufenden Weg und einem Steinerbaum mit der Terminalmenge X
zusammen. Dies ist in Abbildung 5.1 beispielhaft dargestellt. Ist v hingegen ein innerer
Knoten, dann kann S an v in zwei Steinerbdume mit den Terminalmengen X’ C X und
X \ X’ aufgeteilt werden. Dieser Fall ist in Abbildung 5.2 dargestellt.

Nach diesem Prinzip lésst sich ein Steinerbaum solange zerlegen, bis nur noch Wege als
Komponenten iibrig bleiben. Der Algorithmus baut, beginnend mit kiirzesten Wegen,
schrittweise den minimalen Steinerbaum auf. Das Problem dabei liegt darin, dass alle
moglichen Zusammensetzungen durchprobiert werden miissen, damit der Steinerbaum

minimal wird, wodurch sich die exponentielle Laufzeit ergibt.
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Abbildung 5.1 Zerlegung von Steinerbdumen in kleinere Steinerbéaume (griin) und Wege

(blau)

Abbildung 5.2 Aufteilung eines Steinerbaums in zwei Steinerbdume (griin und blau) am
Knoten v

Lemma
Fiir eine Instanz des Steinerbaumproblems G = (V, E), ¢: E — N und T' C V werden
fir alle X C T und v € V' \ X die folgenden Funktionen definiert:

minStTree(X) = min{c(S) | S ist ein Steinerbaum fir die Terminalmenge X in G}
innerVertex(X,v) = min{c(9) | S ist ein Steinerbaum fiir die Terminalmenge X U {v} mit

v als inneren Knoten}

Gibt es keinen entsprechenden Steinerbaum fir innerVertex(X,v), dann ist das Ergeb-

nis der Minimierung oo.
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Firr alle X C 7 mit |X|>2und v € V' \ X gilt dann:

innerVertex(X,v) = Wmi{n

n CX{minStTree(X’ U{v}) + minStTree((X \ X")U {v})},

wenn innerVertex(X,v) # oo

minStTree(X U{v}) = min{mi}r%{short(v, w) + minStTree(X)},
we

min {short(v,w) + innerVertex(X,w)}}
weV\X
X' C X bedeutet dabei, dass X’ eine echte Teilmenge von X ist, also X’ € X und
X' # X gilt.

Beweis

Zunichst die erste Gleichung fiir innerVertex:

Fiir jeden minimalen Steinerbaum S mit einer Terminalmenge 7'U {v} mit v als inneren
Knoten gilt, dass v einen Knotengrad > 2 hat. Daher lasst sich S am Knoten v in zwei
Steinerbédume aufteilen, wobei jeder mindestens einen Terminalknoten und den Knoten v
enthélt. Dies ist in Abbildung 5.3 skizziert, wobei die unterschiedlich eingefarbten Kno-
ten jeweils zusammen mit dem Knoten v die Steinerbdume darstellen. Diese Aufteilung
erfolgt in der Gleichung, wobei iiber alle mogliche Aufteilungen minimiert wird, um die

minimalen Kosten zu erhalten.

()
N

Abbildung 5.3 Aufteilung von S,,;, in zwei Steinerbdume (griin und blau) am Knoten v

Fiir die Gleichung minStTree werden die zwei Richtungen ,<* und ,,>“ gezeigt:
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minStTree(X U {v}) < min{mi}l}{short(v, w) + minStTree(X)},
we

min {short(v,w) + innerVertex(X,w)}}
weV\X

minStTree(X U{v}) > min{mig{{short(v, w) + minStTree(X)},
we

min {short(v,w) + innerVertex(X,w)}}
weV\X

Aus beiden Richtungen zusammen folgt die Gleichheit. Zunéchst wird die erste Richtung
, < betrachtet. Hier werden zwei Félle unterschieden:

Im ersten Fall hat das Ergebnis der Minimierungen die Form short(v, w)+minStTree(X)
mit w € X (in Abbildung 5.4 dargestellt).

Dann gibt es einen Weg p von v nach w mit ¢(p) = short(v,w) und einen minimalen
Steinerbaum Sg mit der Terminalmenge X in G. Sei G’ der Graph aus der Vereinigung
von Sg und p, dann gilt: G’ ist zusammenhéngend, G’ C G und X U {v} C V. Somit
enthilt G’ einen Baum, der in G ein Steinerbaum S¢ fiir die Terminalmenge X U {v}

ist. Es ergibt sich:
short(v,w) + minStTree(X) = c(p) + ¢(Sg) > ¢(G') > ¢(Sgr) > minStTree(X U {v})

Im zweiten Fall hat das Ergebnis der Minimierung die Form short(v, w)+innerVertex(X, w)
mit w € V' \ X (in Abbildung 5.5 dargestellt).

Dann gibt es einen Weg p von v nach w mit ¢(p) = short(v,w) und einen minimalen
Steinerbaum Sg mit der Terminalmenge X und w als inneren Knoten in G. Sei G’ der
Graph aus der Vereinigung von Sg und p, dann gilt: G’ ist zusammenhéingend, G’ C G
und X U{v} C V. Somit enthdlt G’ einen Baum, der in G ein Steinerbaum Sgr fiir die
Terminalmenge X U {v} ist. Es ergibt sich:

short(v, w)+innerVertex(X,w) = c(p)+c(Sa) > ¢(G") > ¢(Sqr) > minStTree(XU{v})

Damit wurde die Richtung ,, < gezeigt. Fiir die Riickrichtung sei S;,;, ein Steinerbaum
fir die Terminalmenge X U {v} mit ¢(Spin) = minStTree(X U {v}). Es folgt eine
Fallunterscheidung beziiglich des Knotengrades von v in Sp.

Im ersten Fall hat v einen Knotengrad > 2. Dann ist v ein innerer Knoten in S,,;, und
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es gilt somit nach Definition von innerVertez:
c(Smin) = innerVertex(X,v)
Wir erhalten fiir w = v:

minStTree(X U{v}) = ¢(Smin) = short(v,v) + innerVertex(X,v)

> min {mi)r%{short(v, w) + minStTree(X)}, H%/iI\IX{ShOT’t(U, w) + innerVertex(X, w)}}
we we

Im zweiten Fall hat v einen Knotengrad von eins und ist damit ein Blatt in Sjp,.
Betrachtet man den Knoten w € V(Syy) der in Spin

e den kiirzesten Weg zum Knoten v hat und dabei

e einen Knotengrad > 3 hat oder in X enthalten ist,

kénnen auch hier zwei Félle unterschieden werden: w € X und w ¢ X.
Ist w € X, so lasst sich S,,;, in einen Steinerbaum S’ fiir die Terminalmenge X und

dem Weg p von v nach w aufteilen. Daher gilt:

minStTree(X U{v}) = c(Smin) = c(p) + c(S") > short(v,w) + minStTree(X)

> min {min{short(v, w) + minStTree(X)}, min {short(v,w) + innerVertex(X, w)}}
weX weV\X

Dieser Fall ist in Abbildung 5.4 skizziert, wobei sich zwischen v und w noch weitere

Knoten, die nicht in X enthalten sind und in S,,;, einen Knotengrad von 2 haben,

befinden kénnen. w kann dabei sowohl ein Blattknoten (linker Graph), als auch ein

innerer Knoten (rechter Graph) von S’ sein.

pcw:o °

Abbildung 5.4 Anbindung von v iiber p an den Knoten w € X
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Ist w ¢ X, hat w einen Knotengrad > 3. Damit ldsst sich S, in einen Steinerbaum S’
fir die Terminalmenge X U {w} mit w als inneren Knoten und einem Weg p von v nach

w aufteilen und es gilt:

minStTree(X U{v}) = c(Smin) = c(p) + ¢(S") > short(v,w) + innerVertex(X,w)

> min {mi}r%{short(v, w) + minStTree(X)}, mvi_lilx{short(v, w) + innerVertex(X, w)}}
we we

In Abbildung 5.5 ist dieser Fall skizziert. w ist dabei ein Steinerknoten und zwischen v

und w konnen sich auch hier weitere Knoten, die nicht in X enthalten sind und einen

Knotengrad von 2 haben, befinden.

Abbildung 5.5 Anbindung von v tiber p an den inneren Knoten w

Damit wurde die Richtung ,,>*“ auch gezeigt, wodurch die Gleichheit gezeigt wurde. O

FEine Instanz des Steinerbaumproblems kann mittels der Gleichungen aus dem Lemma
solange in immer kleinere Teilprobleme zerlegt werden, bis nur noch Probleme der Form
minStTree(X) mit | X| = 2 und kiirzeste Wege gelost werden miissen. Da das Steiner-
baumproblem fiir eine zweielementige Terminalmenge &dquivalent zum Kiirzeste-Wege-
Problem ist, lassen sich diese mit entsprechenden Algorithmen einfach lésen ([Dij59],
[Flo62] und [War62]). Diese Tatsache wird im Dreyfus-Wagner-Algorithmus genutzt. Hier
wird das Lemma umgekehrt angewendet. Das heifit es wird zunéchst das Kiirzeste-Wege-
Problem fiir alle Knotenpaare des Eingabegraphen geldst, was den minimalen Steiner-
baumen fiir zweielementige Terminalmengen entspricht. Anschlieend werden rekursiv
unter Anwendung der Gleichungen aus dem Lemma die Kosten der minimalen Steiner-
bédume fiir immer groflere Terminalmengen berechnet, bis schliellich das eigentlich zu
l6sende Steinerbaumproblem fiir die eingegebene Terminalmenge gelost wurde. Dieses

Verfahren nennt sich dynamische Optimierung mit Vorwértsrekursion [Dom+15].
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Im Folgenden ist der Algorithmus in Pseudocode aufgeschrieben. Er berechnet fiir eine
Eingabe G = (V, E) zusammenhéngend, ¢: E — N und 7' C V mit |T| > 2 die Kosten

eines minimalen Steinerbaums:

Der Algorithmus von Dreyfus und Wagner

//Initialisierung:
forall v,v' € V do

| Setze minStTree({v,v'}) = shortestPath(v,v’)
//Vorwartsrekursion
fori=2toi=|T|—1do
forall X C T mit | X|=4,veV\X do
innerVertex(X,v) =

ming s x {minStTree(X" U {v}) + minStTree((X \ X') U{v})}

forall X CT mit | X|=4,veV\X do
minStTree(X U {v}) =

ming,e x{shortest Path(v, w) + minStTree(X)},

min,, e\ x {shortest Path(v, w) + innerVertex(X,w)}

6utput: minStTree(T)

shortest Path(v,v") ist hier ein Platzhalter fir den Aufruf eines Algorithmus zur Berech-
nung der Kosten eines kiirzesten Weges von v nach v’ in einem Graphen. Dies kann zum
Beispiel der Dijkstra-Algorithmus([Dij59]) oder der Floyd-Warshall-Algorithmus([Flo62]
und [War62]) sein. Fiir innerVertex(X,v) werden im Algorithmus auch dann Werte er-
rechnet, wenn es keinen Graphen mit v als inneren Knoten gibt. Dies ist aber nicht weiter
problematisch, da in diesen Féllen immer mindestens eine Kante doppelt eingerechnet
wird, wie in Abbildung 5.6 skizziert. Dadurch sind diese Ergebnisse niemals kleiner als

die Kosten eines minimalen Steinerbaums fiir die Terminalmenge X U {v}.
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Abbildung 5.6 Bei Addieren der Kosten von zwei Steinerbdumen, die beide vy enthalten,
wird mindestens die blaue Kante doppelt eingerechnet

5.2 Der Algorithmus am Beispiel

Der Algorithmus wird nun an einem Beispiel vorgefiihrt. Der in Abbildung 5.7 abgebil-
dete Graph G mit Kantengewichten dient als Ausgangsgraph. Die Terminalmenge ist

{U27 U3, V4, Uﬁ}'

Abbildung 5.7 Ausgangsgraph G mit Terminalmenge in griin

Zunéchst werden die Langen der kiirzesten Wege zwischen je zwei Knoten aus V(G)

berechnet. Die Ergebnisse sind in Tabelle 5.1 festgehalten.
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V1 | V2 | U3 | V4 | U5 | Vs

vi | 0] 5] 62|45

va | 5| 0] 3|3 |1]2

v3 | 6310|423

vy | 213141023

vs | 4] 11212013

v6 | 5 213330

Tabelle 5.1 Distanzen kiirzester Wege zwischen je zwei Knoten aus V(G)

Nun wird die Funktion minStTree fiir alle zweielementigen Teilmengen von V(G) mit
den berechneten Distanzen initialisiert. Anschliefend startet die Schleife mit den rekur-
siven Funktionen. Im ersten Durchgang ist ¢ = 2. Zunéchst werden daher die zweiele-
mentigen Teilmengen von T' betrachtet. Sei {vy, v3} die erste Teilmenge und v; der erste

Knoten in der Schleife. Wird dies jetzt in innerVertex eingesetzt, ergibt sich Folgendes:

innerVertex({va,vs},v1) = min{minStTree({va} U {v1}) + minStTree({vs} U{vi})}
=5+6=11

Da es nur eine Aufteilung einer zweielementigen Menge in zwei nicht leere echte Teilmen-
gen gibt, braucht hier kein Minimum ausgewéhlt werden. Die Ergebnisse fiir minStTree
ergeben sich durch die Initialisierung. v; ist in diesem Fall ein Blattknoten in G, daher
gibt es keinen Steinerbaum mit v; als inneren Knoten. Wie bereits beschrieben, fithrt der
Algorithmus trotzdem eine Berechnung durch, dessen Ergebnis aber nicht die Kosten ei-
nes minimalen Steinerbaums sein kénnen, da in diesem Fall mindestens die Kante {v;, v4}
doppelt eingerechnet wird. Die Berechnung wird mit allen weiteren v € V(G) \ {v2,v3}

durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind in folgender Tabelle aufgelistet:
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U | {va,v3}
U1 11
Vg 7
V5 3
Vg 5)

Tabelle 5.2 innerVertex fir {ve,vs} fir alle v € V(Q) \ {va, v3}

Das Ganze wird fiir alle weiteren zweielementigen Teilmengen von 1" wiederholt. Tabel-
le 5.3 zeigt die erweiterte Tabelle. Fiir den Fall, dass ein Knoten bereits in einer Teilmenge
enthalten ist wird die Funktion vom Algorithmus nicht aufgerufen, daher steht in diesen
Zellen als Wert -.

U | {vo,v3} | {vo,va} | {va,v6} | {vs,va} | {vs,v6} | {v4,06}
(1 11 7 10 8 11 7
vy ; ; - 6 5 5
U3 - 7 6 = = 7
V4 7 - 6 - 7 -
U5 3 3 4 4 5) 5}
Vg 5 ) - 6 - -
Tabelle 5.3 innerVertex fiir alle zweielementigen Teilmengen von T und v € V(G)

Damit ist die Schleife zur Berechnung von innerVertex fiir die erste Iteration abge-
schlossen. Als néchstes wird fiir alle zweielementigen Teilmengen von 7', kombiniert mit
einem weiteren Knoten v € V(G), minStTree berechnet. Sei die erste Teilmenge wieder
{va,v3} und der erste Knoten vy, lasst sich minStTree({ve,vs} U{v1}) mit den in den
vorherigen Schritten berechneten Ergebnissen fiir shortest Path und innerVertex, sowie

der initialisierten Funktion minStTree bestimmen:
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' ( shortest Path(vy, va) + minStTree({va, v3}),
min
shortest Path(vy, v3) + minStTree({va, v3})

shortestPath(vi,v1) + innerVertex({ve, v}, {v1}),
minStTree({ve,vs} U {v1}) = min
_ shortest Path(vy,vs) + innerVertex({ve, vs}, {va}),
min
shortest Path(vy,vs) + innerVertex({ve, vs}, {vs}),

\ shortest Path(vi,ve) + innerVertex({ve, vs}, {ve})
\

= min {min{8,9}, min{11,9,7,10}}
=7

Aquivalent berechnen sich die Werte fiir alle weiteren Kombinationen:

U | {vo,v3} | {vo,va} | {va,v6} | {vs,va} | {vs,v6} | {v4,v6}
V1 7 ) 7 6 8 )
V2 - - - 5) ) )
v3 - ) ) - - 6
V4 ) - ) - 6 -
U5 3 3 3 4 ) 5
Vg 5 ) - 6 - -

Tabelle 5.4 minStTree fiir alle zweielementigen Teilmengen von T und v € V(G)

Die berechneten Werte entsprechen den Gréflen der minimalen Steinerbédume fir die je-
weiligen dreielementigen Terminalmengen in G. Der erste Durchgang der Schleife ist
damit abgeschlossen. Nun ist ¢ = 3 und die Berechnungen fir alle dreielementigen
Teilmengen von 7' mit einem zusétzlichen Knoten aus V(G) werden durchgefiihrt. Fiir

innerVertex ergibt sich dabei Folgendes:
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U | {va,v3,v4} | {v2,v3,06} | {v2,v4,v6} | {v3,v4,v6}
U1 9 12 9 10
V2 - - - 7
U3 - - 8 B
V4 - 8 - -
(0 ) ) ) 7
V6 8 = - -

Tabelle 5.5 innerVertex fir alle dreielementigen Teilmengen von T und v € V(G)

Mithilfe dieser Werte lassen sich nun wieder die Berechnungen fiir minStTree durchfiih-

ren. Diesmal fiir dreielementige Teilmengen von 7" mit einem weiteren Knoten v € V(G):

U | {va,v3,v4} | {vo2,v3,06} | {v2,v4,v6} | {v3,v4,v6}
U1 7 9 7 8
V2 - - - 7
U3 - - 7 B
U4 - 7 - =
U5 ) ) ) 7
V6 7 = - -

Tabelle 5.6 minStTree fir alle dreielementigen Teilmengen von T und v € V(QG)

Damit terminiert der Algorithmus. Die Ausgabe ist minStTree(T), welche aus der Ta-
belle aus den gelb markierten Zellen ablesbar ist. Damit hat ein minimaler Steinerbaum
fiir die Terminalmenge T" in G Kosten in Héhe von sieben. Ein entsprechender minimaler

Steinerbaum ist leicht in G zu erkennen:
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Abbildung 5.8 Minimaler Steinerbaum fiir die Terminalmenge T in G mit vs als
Steinerknoten

5.3 Korrektheit

Zunéachst wird gezeigt, dass der Algorithmus fiir alle Eingaben mit |7 > 2 terminiert.
Anschlieflend wird gezeigt, dass bei Termination die Kosten eines minimalen Steiner-
baums fiir die Eingabe ausgegeben werden.

Fiir die Initialisierung werden die Kosten der kiirzesten Wege fiir alle Knotenpaare im
Ausgangsgraphen G berechnet. Da G eine endliche Anzahl an Knoten hat und zusam-
menhéngend ist, konnen die Kosten aller kiirzesten Wege mittels Algorithmen, wie den
Dijkstra- oder den Floyd-Warshall-Algorithmus berechnet werden, welche ebenfalls ter-
minieren ([Dij59],[Flo62] und [War62]). Durch die Endlichkeit des Eingabegraphen sind
die Anzahl der Teilmengen von T, sowie die Moglichkeiten fiir v € V \ X begrenzt
und damit auch die Anzahl der Schleifendurchginge und den enthaltenen Berechnun-
gen. Fiir den ersten Schleifendurchgang wurde minStT'ree fiir alle Knotenpaare mit den
Kosten der kiirzesten Wege initialisiert. Dadurch kénnen auch alle Aufrufe dieser Funk-
tion im ersten Durchgang aufgelost werden. Fiir die nachfolgenden Schleifendurchgéinge
werden dann die Ergebnisse aus dem vorherigen Durchgiangen benutzt. Da somit alle Be-
rechnungen durchgefiihrt werden kénnen, terminiert der Algorithmus, sobald der letzte
Schleifendurchgang mit i = |T'| — 1 beendet wurde.

Die Termination wurde damit gezeigt. Fiir die Korrektheit wird der folgendes Satz be-

wiesen.

Satz:
Der Dreyfus-Wagner-Algorithmus berechnet die Kosten von minimalen Steinerbdumen

fir alle Terminalmengen 7" mit |T'| > 2.

Beweis:

Dies lésst sich mittels Induktion zeigen. Zunéchst werden Instanzen des Steinerbaum-
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problems mit zweielementigen Terminalmengen betrachtet. Geht man davon aus, dass
fiir die Initialisierung ein Algorithmus verwendet wird, der die Kosten der kiirzesten
Wege korrekt berechnet, so wurden auch die Kosten aller minimalen Steinerbdume mit
zweielementigen Terminalmengen korrekt bestimmt und damit auch fiir die eingegebene
Instanz des Steinerbaumproblems. Die Kosten fiir Steinerbdume mit Terminalmengen X
mit | X | = 2 = n werden also korrekt berechnet. Dies ist der Induktionsanfang.

Nun werden Instanzen des Steinerbaumproblems mit Terminalmengen X der Grofie n+1
betrachtet. Die Induktionsvoraussetzung ist die korrekte Berechnung der Kosten der mi-
nimalen Steinerbdume fiir Terminalmengen X’ C X mit 2 < |X’| < n. Der Algorithmus
berechnet mit den Gleichungen aus dem im Abschnitt 5.1 eingefithrten Lemma und den
Ergebnissen der Induktionsvoraussetzung die Kosten der minimalen Steinerbdume fiir
alle Terminalmengen X’ U{v} mit v € V'\ X’ und | X" U{v}| = n+1 und damit die Kos-
ten fiir die Terminalmengen X der Gréfie n + 1. Dass diese Berechnungen korrekt sind,
folgt aus der Korrektheit der Gleichungen aus dem Lemma, die bereits gezeigt wurde.

Damit ist der Induktionsschritt abgeschlossen und die Korrektheit gezeigt. O

5.4 Laufzeit

Die Gesamtlaufzeit fiir den Algorithmus ergibt sich aus der Laufzeit fiir die Berechnungen
der kiirzesten Wege in der Initialisierung und den Aufwénden fiir die Berechnungen von
innerVertex und minStTree. Sei n = |V(G)| und t = |T|. Fur die Berechnung der
kiirzesten Wege fiir alle Knotenpaare kann der Floyd-Warshall-Algorithmus verwendet
werden. Dieser hat eine Laufzeit von O(n?). [Flo62] und [War62]

Als néchstes wird der Aufwand fiir die Berechnungen von innerVertex abgeschéitzt. Die
oberste Schleife in der Rekursion iteriert von ¢ = 2 bis t — 1 und ruft in jedem Durchgang
die Schleife zur Berechnung von innerVertex auf, welche alle i-elementigen Teilmengen

X C T kombiniert mit einem weiteren Knoten durchgeht. Von T gibt es (f) i-elementige

% ()

1=2

Teilmengen. Damit ergibt sich

Fiir die Berechnung von innerVertex werden alle Moglichkeiten durchgegangen, X in

zwei Mengen aufzuteilen. Von X gibt es 2¢ —2 echte Teilmengen und damit Méglichkeiten
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fiir die Aufteilungen. Der Gesamtaufwand ist damit

;(2)%-(2&2)3;(2).2@”

Mithilfe des Binomischen Lehrsatzes lasst sich dieser Ausdruck noch weiter vereinfachen.

Der Lehrsatz sieht wie folgt aus:

n

> (?) 2"y = (e )"

1=0

Um den Lehrsatz anzuwenden wird der Ausdruck noch um den Faktor 1~% erweitert.
Dies ist moglich, da dessen Ergebnis immer eins ist. Insgesamt ergibt sich damit folgender

Aufwand fur innerVertex:
Ly S
> () A2t =142 -n=3"n
7
i=0

Fir minStTree wird der Aufwand auf gleiche Weise abgeschétzt. Es beginnt wieder
mit der duflersten Rekursionsschleife von i = 2 bis ¢t — 1, welche in jedem Durchgang die
Schleife zur Berechnung von minStTree aufruft. Hier werden wieder in jedem Durchgang
alle i-elementigen Teilmengen kombiniert mit einem weiteren Knoten durchgegangen. In
der Berechnung fiir minStTree werden nochmals alle Moglichkeiten fiir den Knoten w

durchgegangen. Insgesamt ergibt sich damit

% () ()

1=2

Auch hier kann der Ausdruck wieder einfach erweitert werden, damit der Lehrsatz an-

gewendet werden kann:

t t
t 2 t t—1 7 2 t 2 t 2

1=0 =0

Als Gesamtlaufzeit fiir den Dreyfus-Wagner-Algorithmus ergibt sich damit:
O(3'n + 2'n% 4+ n?)

Die Laufzeit hangt damit im wesentlichen von der Anzahl der Terminale ab. Fiir eine
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konstante Anzahl an Terminalen lduft der Algorithmus in polynomieller Zeit. Ist 3¢ < n?
und 2¢ < n dann ist der Aufwand kubisch. Umgestellt bedeutet das fiir die Anzahl der
Terminale: ¢t < logg(n?) und ¢ < logy(n). In Abbildung 5.9 ist dieser Zusammenhang
mittels der Funktionen #; = logs(n?) und t = log,(n) graphisch aufgetragen. Auf der
X-Achse ist die Anzahl der Gesamtknoten aufgetragen und auf der Y-Achse die Anzahl
der Terminalknoten. Dadurch lasst sich in Abhéngigkeit der Gesamtknoten die maximale
Anzahl an Terminalknoten ablesen, bei der der Dreyfus-Wagner-Algorithmus einen ku-
bischen Aufwand hat. Es wird deutlich, dass to der kritische Wert ist, der die maximale

Anzahl an Terminalknoten bestimmt.

10 A

ta = loga(n)

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80

Abbildung 5.9 Darstellung der Funktionen als Graphen mit Anzahl der Knoten auf der
X-Achse und Anzahl der Terminalknoten auf der Y-Achse, erstellt mit
GeoGebra [Geo21]

Wird statt des Floyd-Warshall-Algorithmus der Dijkstra-Algorithmus ([Dij59]) verwen-
det, beeinflusst das die Laufzeit kaum, da die Laufzeit der Rekursionsschleife meistens
iiberwiegt. Wird der Dijkstra-Algorithmus mit Fibonacci-Heaps implementiert, dann
lauft dieser in O(m + nlogn), wobei m = |E| ist [Tur09, S. 262]. Der Algorithmus muss
aber fiir die Berechnung der kiirzesten Wege aller Knotenpaare n-mal ausgefiihrt werden.

Damit ergibt sich als Gesamtlaufzeit fiir den Dreyfus-Wagner-Algorithmus:

O(3'n + 2'n? + mn + n?logn)
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5.5 Erweiterung des Algorithmus fur die Ausgabe eines
minimalen Steinerbaums

Der Algorithmus von Dreyfus und Wagner bestimmt die Kosten eines minimalen Steiner-
baums fiir eine Eingabe. Daher folgen nun ein paar Uberlegungen, wie der Algorithmus
sich leicht erweitern ldsst, damit auch ein minimaler Steinerbaum berechnet werden kann.
Dazu konnte beispielsweise bei jedem Berechnungsschritt die Knoten- und Kantenmenge
gespeichert werden, mit welcher das Ergebnis zustande gekommen ist, angefangen da-
mit, bei der Initialisierung nicht nur die Kosten der kiirzesten Wege, sondern auch die
Wege an sich zu bestimmen. Damit hidtte man am Ende auch die Knoten und Kanten fiir
einen minimalen Steinerbaum. Allerdings wiirde dieses Vorgehen viel Speicher verbrau-
chen, da fiir jede Berechnung von innerVertex und minStTree ein Baum gespeichert

werden wiirde, was abhéngig von der Terminalmenge exponentiell viele Baume wéren.

Eine bessere Methode wére es, fiir jedes Zwischenergebnis immer nur die hinzugefiigten
Knoten und Kanten zu speichern und auf vorherige Ergebnisse zu referenzieren, statt
den gesamten Baum zu speichern. So kann der minimale Steinerbaum, nachdem die
Schleifen durchlaufen sind, aus den einzelnen Zwischenergebnissen schrittweise aufgebaut
werden. In jeder Berechnung von minStTree miisste nur noch eine Referenz und ein Weg

gespeichert werden und bei der Berechnung von innerVertexr zwei Referenzen.

Noch weniger Speicher wiirde man benétigen, wenn man entweder nur die hinzugefiigten
Kanten oder nur die hinzugefiigten Knoten speichert, denn die Kanten geben auch die
Knotenmenge fiir den Baum vor. Hat man nur die Knoten gespeichert, so kann man den
minimalen aufspannenden Baum fiir den Teilgraphen, der genau diese Knotenmenge und
alle Kanten zwischen diesen aus dem Eingabegraphen enthélt, bestimmen. Dieser Baum
entspricht einem gesuchten minimalen Steinerbaum. Dieses Vorgehen bendtigt zwar am

wenigsten Speicher, dafiir ist das Erstellen des Ausgabebaums aufwendiger.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Da diese Arbeit das Steinerbaumproblem und zwei ausgewéhlte Algorithmen mdoglichst
einfach verstdndlich ndherbringen soll, gab es zunéchst eine Einfiihrung in die bendtigten
Grundlagen der Graphentheorie. Darauf aufbauend wurden Steinerbdume definiert und
an Beispielen vorgestellt, sowie die Problemstellung dargelegt. Zudem wurde die NP-
Vollstandigkeit des Steinerbaumproblems mittels einer Reduktion von Vertex-Cover auf
das Problem bewiesen. Als erster Algorithmus wurde anschlieend der Approximations-
Algorithmus von Kou, Markowsky und Berman behandelt. Die Funktionsweise wurde mit
Beispielen erliutert, die Korrektheit gezeigt und die Laufzeit O(|V (G)|?) ermittelt. Fiir
diesen Algorithmus wurde zusétzlich die Approximationsgiite von 2(1 — |71|) bestimmt

und bewiesen.

Als weiterer Algorithmus war der Dreyfus-Wagner-Algorithmus Thema dieser Arbeit.
Auch hier wurde die Erkldrung der Funktionsweise mit einem Beispiel unterstiitzt und
die Korrektheit gezeigt, sowie die Laufzeit O(3I71|V|+2/T1|V|24-|V|?) bestimmt. Mit dem
Dreyfus-Wagner-Algorithmus wurde damit neben dem Approximations-Algorithmus noch
ein exakter, dafiir deutlich aufwendiger Losungsalgorithmus fiir das Steinerbaumproblem
behandelt. Die ausfiihrlichen Erkldrungen und Beispiele gestalten dabei die Funktions-
weise der Algorithmen nachvollziehbar. Auch die Beweise wurden durch Skizzen unter-

stiitzt und detaillierter beschrieben, als es in der genutzten Literatur der Fall ist.

Diese Arbeit hat sich mit zwei der bekanntesten Algorithmen beschéaftigt. Es gibt aber
noch einige weitere Algorithmen und auch verbesserte Varianten der vorgestellten Algo-
rithmen, welche noch néher betrachtet werden koénnten. So hat zum Beispiel Mehlhorn
die Laufzeit vom Kou-Markowsky-Berman-Algorithmus auf O(|V|log|V| + |E|) verbes-
sern kénnen, indem statt eines metrischen Abschlusses ein Graph berechnet wird, dessen
minimale aufspannende Bdume auch minimale aufspannende Bdume des metrischen Ab-

schlusses sind. [Meh88] [KV08, S. 535]

Basierend auf der Idee vom Dreyfus-Wagner-Algorithmus wurde von Fuchs, Kerner und
Wang ein Algorithmus mit einer Laufzeit von O(2, 684‘T|) entwickelt, indem sie die Ei-

genschaft nutzen, dass minimale Steinerbdume in drei minimale Teilbdume, die eben-
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falls minimale Steinerbédume fiir ein Teil der Terminalmenge sind, aufgeteilt werden
konnen [FKWO07]. Mélle, Richter und Rossmanith haben einen weiteren exakten Al-
gorithmus, der ebenfalls auf dynamischer Optimierung basiert, mit einer Laufzeit von
O((2 + 0)IT1 - poly(n)) fiir ein beliebiges aber festes § > 0 entwickelt [MRROG6].

Eine Reihe weiterer Algorithmen stammen von Zelikovsky. So hat dieser den 11/6-
Approximations-Algorithmus entwickelt. Der Name leitet sich von der Approximati-
onsgiite, die % des optimalen Steinerbaums betréigt, ab. Der Algorithmus verwendet
eine in der Laufzeit verbesserte Variante des Kou-Markowsky-Berman-Algorithmus, op-
timiert aber vorher die Eingabe fiir diesen, indem die Terminalmenge um weitere Knoten
erweitert wird und damit bereits Steinerknoten vorgegeben werden. Dadurch wird die

verbesserte Approximationsgiite erreicht bei einer Laufzeit von O(|V||E| +|T|*). [Zel93]

Ebenfalls von Zelikovsky stammt ein Greedy-Approximations-Algorithmus, welcher auch
als Relative-Greedy-Algorithmus bezeichnet wird. In diesem wird eine Bewertungsfunk-
tion benutzt, mit der kleinere Steinerbdume mit einer vorher festgelegten maximalen
Anzahl an Terminalen bestimmt werden. Aus der Kombination der bestimmten Béau-
me, welche als Komponenten bezeichnet werden, wird der Steinerbaum fiir die gesamte
Terminalmenge erzeugt. Der Algorithmus nutzt dabei die Tatsache, dass fiir Terminal-
mengen mit konstanter Gréfle die Steinerbédume in polynomieller Zeit berechnet werden
konnen. Zelikovsky gab eine Approximationsgiite kleiner als 1,694 an. Die genaue Ap-
proximationsgiite ist aber unbekannt. Hougardy und Kirchner haben aber als untere
Grenze den Wert 1,385 bestimmt. [Zel96] [HKO06]

Zusammen mit Robins hat Zelikovsky den Loss-Contracting-Algorithmus entwickelt.
Dieser funktioniert dhnlich wie der Relative-Greedy-Algorithmus, hat aber eine opti-
mierte Wahl der Komponenten. Robins und Zelikovsky haben die Approximationsgite
mit kleiner als 1,55 bestimmt. Spéater konnte als untere Grenze fiir die Approximations-
giite der Wert 1,2 bestimmt werden. [RZ00] [Gr6+01]

Neben der Behandlung weiterer Algorithmen wére sicherlich auch die praktische Umset-
zung und Visualisierung einiger Algorithmen interessant. So kénnten die Algorithmen
nicht nur interaktiv ausprobiert werden, sondern zum Beispiel auch die Performance
gemessen werden. Auch interessant wére eine Betrachtung des Steinerbaumproblems fiir
spezielle Graphen, wie gerichtete Graphen, bipartite Graphen, metrische Graphen oder
unendliche Graphen [KV08] [Die06].
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